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РАССЛОЯЕМЫЕ ПАРЫ КОМПЛЕКСОВ 


Расслояемые пары конгруэнций были определены Фубини 
следующим образом [1]. Для пары конгруэнций с взаимно одно- 
значным соответствием лучей строятся два трехпараметрических 
многообразия плоских элементов. Эти две конгруэнции называ- 
ются‘ расслояемой парой, если два трехпараметрических много- 
образия плоских элементов можно расслоить в два однопара- 
метрических семейства по <<? элементов так, что центры 
элементов каждого семейства образуют <<! поверхностей, а плос- 
кости элементов являются касательными плоскостями к поверх- 
ностям в своих центрах. Расслояемая пара конгруэнций всегда 
является парой Т Финикова [1]. Общие касательные к расслоя- 
ющим поверхностям двух однопараметрических семейств обра- 
зуют со? конгруэнций \\/. 


Это определение расслоения было перенесено Коровиным 
В. И. [2] на два трехпараметрических многообразия двумерных 
плоскостей {Р} и {Р’} с взаимно однозначным соответствием 
между плоскостями различных семейств в пятимерном проектив- 
ном пространстве Р5. Плоский элемент определяется центром М, 
лежащим в плоскости Р одного семейства, и трехмерным под- 
пространством, проходящим через центр и соответствующую 
плоскость Р”’ второго семейства. Центр плоского элемента при 
движении плоскости по всему многообразию описывает трех- 
мерное многообразие, касательное подпространство которого 
той же размерности, что и плоский элемент. Для расслоения 
этих двух многообразий трехмерных плоских элементов требует- 
ся существование двух двупараметрических семейств трехмер- 
ных поверхностей {»} и {>’}, которые в каждой точке касаются 
плоского элемента в его центре. При этом асимптотические ли- 
нии трехмерных поверхностей Х и У’, описываемых точками М 
и М’ плоскостей Ри Р’, соответствуют. 

В дальнейшем это определение было обобщено Гейдельма- 
ном Р. М. [3] на случай двух К — параметрических семейств 
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(К-1) —мерных плоскостей. При этом было доказано, что рас- 
слояемая пара многообразий помещается в пространстве раз- 
мерности ЭК-1. 

В задаче расслоения пары линейчатых поверхностей в Рь, 
поставленной Финиковым С. П. [4], центр плоского элемента 
при движении луча по Линейчатой поверхности описывает ли- 
нию. Размерность касательного подпространства (касательная 
прямая) меньше размерности плоского элемента, поэтому ка- 
сательное подпространство приходится заменить соприкасаю- 
щимся. Пара линейчатых поверхностей с взаимно однозначным 
соответствием прямолинейных образующих расслояется, если на 
каждой поверхности можно провести однопараметрическое се- 
меиство кривых, соприкасающиеся плоскости которых в точках 
пересечения с прямолинейной образующей одной пов@рхности 
чроходят через соответствующую образующую другой поверх- 
НОСТИ. 

При расслоении двух однопараметрических семейств плос- 

гостей в Р; (5] плоские элементы не могут быть построены обыч- 
ным способом. Поэтому между каждой парой соответствующих 
плоскостей устанавливается корреляция, и плоские элементы 
определяются точкой (центром) в плоскости одного семейства 
« плоскостью, проходящей через центр и соответствующую в 
корреляции прямую соответствующей плоскости другого семей- 
ства. Корреляция выбирается так, чтобы два однопараметриче- 
ских семейства расслояющих поверхностей служили фокальными 
поверхностями ос? конгруэнций \\/. 
’ Расслояемая пара «конгруэнций» (двупараметрическое се- 
мейство) плоскостей в Рз была определена Лактановой Н. В. 
6]. Две «конгруэнции» плоскостей К и К’ она называет расслояе- 
мыми, если.между плоскостями можно установить такое взаим- 
но однозначное: соответствие, для которого существует трехпа- 
раметрическое многообразие конгруэнций У с двумя двупарамет- 
рическими семействами расслояющих поверхностей, обладающих 
свойствами: |) фокусы каждого луча любой из конгруэн- 
ций \/ лежат в соответствующих плоскостях «конгруэнций» К 
н К’; 2) каждому фокусу в одной плоскости «конгруэнции» К со- 
ответствует однопараметрическое семейство конгруэнций \,, вто- 
рые фокусы которых лежат на одной прямой в соответствующей 
плоскости «конгруэнции» К!. Соответствие фокуса одной плоско- 
сти прямой фокусов другой плоскости назовем фундаменталь- 
чой корреляцией Ф. Тогда каждому центру плоского элемента 
в плоскости «конгруэнции» К можно поставить в соответствие 
плоскость элемента, проходящую через центр и соответствую- 
щую-в корреляции Ф прямую соответствующей плоскости К. 
Легко заметить, что два двупараметрических семейства фокаль- 
ных поверхностей конгруэнций \/ расслояют пару четырехпара- 
метрических многообразий плоских элементов. 
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В данной работе ставится задача: ввести понятие расслояе- 
мой пары комплексов прямых в трехмерном проективном про- 
странстве. 


Определение расслояемой пары комплексов 


Для двух комплексов с взаимно однозначным соответствием 
лучей построим два четырехпараметрических многообразия плос- 
ких элементов, помещая центр каждого элемента на луче одно* 
го комплекса, а плоскость проводя через центр и соответствую- 
щий луч второго комплекса. Так как получаем двумерные плос- 
кие элементы, то пара комплексов должна расслаиваться 
двумерными поверхностями. Однако расслоение двух четырехпара- 
метринеских многообразий плоских элементов двумя двупара- 
метрическими семействами — поверхностей, возможное для 
произвольной пары комплексов, не приводит к системе конгруэн* 
ций \/, фокальными поверхностями которых служат расслояю- 
щие поверхности первого и второго комплексов [7]. Действитель- 
но, каждая расслояющая поверхность выделяет из комплекса 
некоторую конгруэнцию, и для каждой пары расслояющих 
поверхностей первого и второго комплексов эти конгруэнции 
различны. Следовательно, взаимно однозначное соответствие 
лучей комплексов не установит точечного соответствия между 
расслояющими поверхностями.. Поэтому при определении рас- 
слояемой пары комплексов налагаем дополнительные требовз- 
НИЯ. 

Первое требование заключается в том, чтобы между расслоя- 
ющими поверхностями семейств {$} и !5'} существовало такое 
взаимно однозначное соответствие, что поверхности 5; выделяю- 
щей на одном комплексе конгруэнцию К, соответствовала по- 
верхность $5’ второго семейства, высекающая на втором ком- 
плексе конгруэнцию К’, соответствующую конгруэнции К. Тогда 
касательная плоскость к поверхности $ в точке М пересечения 
ее с произвольным лучом конгруэнции К пройдет через соответ- 
ствующий луч конгруэнции К’, а касательная плоскость к по- 
верхности $’ в точке М’ пересечения ее с этим лучом конгруэн- 
ции К’ пройдет через соответствующий луч конгруэнции К. Та- 
ким образом, взаимно однозначное соответствие, существующее 
между лучами комплексов, установит взаимно однозначное со- 
ответствие между касательными плоскостями поверхностей $ и 
$’, или, что то же самое, между точками пересечения соответст- 
вующих поверхностей с соответствующими лучами комплексов. 
Так как касательная плоскость к расслояющей поверхности сов: 
падает с плоскостью элемента с центром в точке касания, то 
устанавливается взаимно однозначное соответствие между плос- 
кими элементами двух семейств по со? элементов, огибающими 
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поверхности $ и 5’. Пара соответствующих плоских элементов с 
центрами в точках М и М’ пересекается по прямой ММ’, каса- 
ощейся поверхностей $ и $’ в эгих точках. Совокупность общих 
касательных к паре соответствующих поверхностей образует 
конгруэнцию, фокальными поверхностями которой являются эти 
поверхности. 

Второе требование состоит в том, чтобы эта конгруэнция бы- 
ла конгруэнцией \/, то есть взимно однозначное соответствие 
точек поверхностей $ и 5$’ должно переводить асимптотическую 
линию одной поверхности в асимптотическую линию другой. Для 
всего многообразия расслояющих поверхностей будем иметь со? 
конгруэнций \\. 

Сформулируем определение: 

пара комплексов, между лучами которых установлено взаим- 
но однозначное соответствие, называется расслояемой парой, 
если расслаиваются два многообразия по с>* плоских элементов 
на два двупараметрических многообразия семейств по сс? эле- 
ментов в семействе так, что: 


1) геометрическое место центров каждого семейства являет- 
ся двумерной поверхностью, огибаемой плоскостями семейства; 


2) между поверхностями центров двух двупараметрических 
многообразий существует взаимно однозначног соответствие та- 
кое, что соответствующие поверхности выделяют на комплексах 
одну и ту же‘пару конгруэнций; при этом устанавливается 
взаимно однозначное соответствие между плоскими элементами 
соответствующих поверхностей; 

3) со“ пар соответствующих плоских элементов пересекаются 
по со“ прямых, образующих со? конгруэнций \/, где каждая 
конгруэнция имеет фокальными поверхностями пару соответст- 
вующих поверхностей центров. 

Расслояемые пары конгруэнций всегда являются парами Т. 
Понятие соответствия Т для конгруэнций естественно распро- 
страняется и на пары комплексов, поэтому целесообразно ис- 
кать расслояемые пары комплексов среди пар Т. Это значитель- 
го облегчает выкладки. 

Если даны два комплекса, находящиеся в соответствии Т, то 
к каждой паре соответствующих лучей, как известно, можно 
присоединить тетраэдр так, что соответствующие комплексы, 
описываемые лучами М.М. и М.М. будут определяться урав- 


нениями [8]: 
бр = от, (1) 


5 =: 64. (2) 


Внешнее дифференцирование этих уравнений дает систему ко- 
вариантов: 


[#014] — [фш,] + [9] = 0, (3) 


[хоа"] + [Фо] — 4®31, (4) 
где Хх =: — 622 ®33 — ©), ф= 21 -- 631, ф = 43 о. 


Пара Т комплексов, определяемая системой уравнений (1), (2), 
(3), (4), существует с произволом двух функций трех аргументов [8]. 
Расслояющие поверхности определяются уравнениями: 


ар — р(®11 — 52) — 02%! + ®:?2 = 0, (5) 
40’ — р’ (633 — 044) — 0'2043 | ®;* =0 (6) 


и уравнениями конгруэнций, выделяемых этими поверхностями 
на комплексах [7]. По определению расслояемой пары комплек- 
сов эти конгруэнции совпадают и поэтому запишутся одним 
уравнением 

414 — Х&:3 — 04 = 0. (7) 


Так как существует взаимно однозначное соответствие меж- 
ду точками М=М, +оМ. и М’=М. {+ о’М. пересечения соответст- 
вующих поверхностей $ и $’ с соответствующими лучами ком- 
плексов, а каждый луч комплекса пересекают со расслояющих 
поверхностей одного семейства, и найдутся сс! поверхностей вто- 
рого семейства, пересекающих соответствующий луч второго 
комплекса в соответствующих точках, то, следовательно, уста- 
навливается взаимно однозначное соответствие между точками 
всех пар соответствующих лучей расслояемых комплексов. Это 
соответствие будет выражаться формулой на р и р'’с коэффици- 
ентами, зависящими от координат луча и, ч, в, в которой каж- 
дому значению р (илио’) соответствует единственное значениер’ 
(или ©). Тогда два двупараметрических семейства расслояющих 
поверхностей будут определяться системой уравнений, состоя- 
щей из конечного соотношения нар и 0, уравнения (5) и урав- 
нения (6), которое по исключении 6 и 40’ из первых двух урав- 
нений будет определять конгруэнцию, выделяемую расслояю- 
щей поверхностью из комплекса; уравнение (7), определяющее 
ту же конгруэнцию, должно быть эквивалентно уравнению, по- 
лученному из (6). Система уравнений (5) и (6) должна быть 
вполне интегрируемой, то есть внешние дифференциалы этих 
уравнений должны удовлетворяться вследствие самих уравне- 
ний (5) и (6). 


Вывод формулы соответствия точек 
соответствующих лучей комплексов 


Внешние дифференциалы уравнений (5) и (6) после исклю- 
чения 42 и 4» и использования соотношений (1) и (2) имеют 


ВИД: 
0*{ [0101] + [24102]} оо] — [24202] — [9420514] — 
7-5. [241013] ее 0, (5°) 
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о’? [ваз] Е [641018] } + р’ {Фу 13] — [942051] } — [Ф] — 
— [941024] = 0. (6°) 


Главные формы оз, 1, «.2 комплекса {34} запишем в виде 
линейных комбинаций независимых главных форм ‹\3, 1“,. 54 
комплекса {12} [9]: 


(931 — ©1013 —- 92011 -- 9305“, 
ат = В 613 + Ва’ о - 83 Фо“, (8) 
Внесем в коварианты (5’) и (6’) разложения (8) и соотно- 
шение (7). Принимая за линейно независимые формы на рас- 
слояющих поверхностях формы &13 и @2‘ и приравнивая нулю 


коэффициенты при внешнем произведении этих форм, получим 
два конечных соотношения: 


(ха — уа: — 81") + (аз + В) — хЗь + у, — 85" = 0, | 


- о = в ь в. = (9) 
о’?(х3» — и3, +35") + 0'(аз + 8,) — хаз + уз + 3," =0, 


где 


1 = а, -- Хо, Ва = 81 + 3», В = В ХЗ», 
аз = а, - у%. Ва = Вз + УВ», 3’ = Вз -- УЗ. 
По определению, соответствующие поверхности $ и $’ долж- 
вы быть фокальными поверхностями конгруэнции , свледова- 
тельно, асимптотические линии этих поверхностей должны 
соответствовать. Асимптотическая линия характеризуется тем 
свойством, что соприкасающаяся плоскость в каждой ее точке 
совпадает с касательной плоскостью к поверхности в этой точ- 
ке. Так как соприкасающаяся плоскость к асимптотической 
линии поверхности $ в точке М=М,- оМ› определяется точка- 
ми М, АМ, а?М, то она совпадает с касательной плоскостью, 
если точка 42М лежит в плоскости ММзМа, то есть равно нулю 
грассманово произведение 


(42МММ.М.) = 9. (11) 
В выражении 42М нас интересуют только слагаемые, содержа- 
щие М, и М., поэтому запишем: 


‚а2М = {Зо + Фр + (91461 + вой ат) М. + 
К \огол -- обо? Но пои -- ой 2) М, - АМ, + ВМь, 
где коэффициенты А и В нас не интересуют. Подставляя выра- 


жение 42М в (11) и пользуясь уравнениями ‘пары Т комплек- 
сов (1) и (2), получаем 


02(931014 Е 4104) 0(631013 — 120.4) — фл 3 — 042014 = 0. (12) 


(10) 
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Воспользовавшись разложениями (8) и уравнением кон- 
груэнции (7), получим уравнение асимптотических линий на 
поверхности $ 


(13)? 0(0х -- 1)>, ре = 1} Е 
оли 5) — ФИА + Кох + О-В} + (9) 


+ (6242 {7 (ужь -- В") — (2-Е У) В} =-0 
Уравнение асимптотических линий поверхности 5’ получим, 
заменяя р, 1, 2 в уравнении (12) соответственно на р’, 3,4: 
р’? (60426014 -- 641013) -- р’(®л 13 — 4201) — оп — © =0. (14) 


Подставляя в уравнение (14) разложения (8) и соотношение 
(7), получаем уравнение асимптотических линий в виде. 


(13)? {((0’— ху, 0’? (хВ, В ')} 
+ ®3®24 {р’ (у — ПВ — ум — В’ 22 (8 В’) + (15) 
+ (0’— х) аз} + (02°) {р’(’у — 1) Вз — ух» — Вь'} =0. 
Асимптотические линии на поверхностях $ и $5” соответствуют, 
если в уравнениях (13) и (15) пропорциональны коэффициенты 
при одинаковых степенях ‘1, ®*%. 


Условия пропорциональности при помощи уравнений (9) 
преобразуются к виду: 


(рр’ +1) (усн Е х8 Е В) (ра — р’ (и — 1031} -= 0, 


ы А - - (16) 
(рр’ 1) (уаз + хЗа- Ва’) (0а5— о’Вь - (ро’— 1)3>'} =0. 
Уравнения (16) удовлетворяются в следующих случаях: 
1. ул -- ХВ, Ва’ =0, о без —0'В: + (о6’ — 1) Вл’ =0, 
уаз -- ХВ» В’ =0. раз— р’В» + (06’— 1) №' =0. 
За в д ра | (0 — В’ =0, 
оз — р’Ва ЗЕ (06 — 1] 22’ =0. уда -- в» р’ =0. 
о. ро’ +1 =0. (17) 


В случае | с помошью соотношений (10) найдем функции 
хи, не зависящие от 0. При этом конгруэнция (7) не будет 


зависеть от 0, а так как уравнение конгруэнции должно быть 
у О 


< 


вполне интегрируемым на расслояемой паре комплексов, то в 
этом случае пара комплексов разлагается на со! расслояемых 
пар конгруэнций. 

Рассматривая второй, третий и четвертый случаи вместе с 
уравнениями (9), также получаем, что пара комплексов разла- 
гается на расслояемые пары конгруэнций. Такие случаи, когда 
пара комплексов распадается на расслояемые пары кон- 
груэнций, в дальнейшем будем исключать, как тривиальные. 

В случае 5 соответствие точек на соответствующих расслоя- 
ющих поверхносгях $ и $’ комплексов определяется формулой 
(17). 

Так как в формулу (17) не входят коэффициенты, завися- 
щие от и, %, &, то, следовательно, устанавливается одно и то 
же соответствие между точками всех пар соответствующих лу- 
чей комплексов. 


Уравнения, определяющие 
расслояемую пару комплексов 


Подставляя выражение 6’ из уравнения (17) в (6) и исклю- 
чая @р при помощи соотношения (5), получаем систему, опре- 
деляющую расслояющие поверхности, следующего вида: 


42 — р(®и — 62?) — реф" - @1? = 0, (5) 
02ф ох — № =0. (6) 


Уравнение (6) определяет конгруэнцию, которую выделяет 
расслояющая поверхность из комплекса. 


Система (5), (6) определяет двупараметрическое семейство 
расслояющих поверхностей, если внешние дифференциалы ее 
являются алгебраическими следствиями уравнений системы. 


Дифференцируя внешним образом уравнения (5) и (6) и за- 
меняя 40 его выражением из (5), получаем только одно квад- 
ратичное уравнение 
6? { [9316014] -- [Фао5*]} Е р{[Фз1601 3] — [94205] } — [410913] — 
— [642014] = 0. (5') 
Уравнение (5’) должно удовлетворяться вследствие соотноше- 


НИЯ (6), то есть должно равняться нулю внешнее произведение 
[22 { [31614] - [©4102“] } +- о ([®31013] — [@420>*]} — [9410,3] — [@42011]; 

эф + рх — $] = 0. (18) 
Так как уравнение (18) должно удовлетворяться при любых 
значениях и, и, ®, 0, в частности, при любых значениях 0, то 


‘ 


должны равняться нулю коэффициенты при степенях о 
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[фото *] -- [4102] ] =0;  [х; [95161] -- [Фа] ] + 
+ [$; [юз1®13] — [®420ь*]] = 0; 
[$; [61611] Е [Фе5 | — [х; [931613] — [@4°05“]] 
- [Ф; [642%1*] + [916,3 ]] = 0; 
[%; [2011] -- [1613 ]] Е [$; [@316013] — [67024] = 0; 
[Ф; [64201“] + [941613] ] = 0. 


Таким образом, расслояемая пара Т комплексов определяется 
системой уравнений: 


623 =0,*; (1) 9? =ол; (2) 
[2614 — [ф®13] -Е [$054] = 0; (3) 
[60 4"] Е [фо] — [1031] =0; (4) 
[ф; [603161] + [©:1024]] = 0; — [$; [931013] — [@4265* ]] = 0; 
2[Ф; [64211] [Фа З]] — [х; [651613] — [@420э“]] = 0; (19) 


[$; [651613 ] — [вол?оь] | = 0; [Фаза] + [ваз] = 0. 


Эта система’ не в инволюции, и ее надо продолжать. 

Для простоты выкладок проведем канонизацию гетраэдра, 
выбирая точки на лучах расслояемых комплексов так, чтобы 
комплексы, описываемые лучами М.М; и М2М., тоже были в 
соответствии Т. 


В этом репере комплексы определяются следующей системой: 


623 = 614; (1) @.;°=юл; (2) ои= — 04; (20) 
[2601*] — [ф@:3] Е [1624] = 0; (3) 
[44] —- [Фа] Е [4051] =0; (21) 
2[х101“] — [Фл; 04° — 613] + [Ф; Фя — 024] =0; (22) 
где 
1 =®и + 022—607? —©л, ф=01—0) иаор— в” [8] 


Расслояемая пара Т комплексов в новом репере будет опреде- 
ляться уравнениями: (1), (2), (20), (3), (21), (22) и (19). Про- 
должаем эту систему. 

Разрешая уравнение (3) по лемме Картана, получим: 


— Ф = @11013 - а12601* -- 01362“; Хх = 021013 Е а2201* + а2302"; 
ф = аз1013 -- аз 61“ - а;3602*; ам = ак. 

Внесем произвольно написанные разложения (8) форм вт, 

&.° и выражения (23) в уравнение (21). Приравнивая нулю ко- 


эффициенты при внешних произведениях независимых форм 
613, 6)1*, @5%, ПОЛУЧИМ 


(23) 


И 


алэ(В1 — 1) — а113> — а13%> - аэз. = 0; 
423 (я; — 1) — а.3%2 — @138» - 123. = 0; (24) 
@13(73 — 81) + ал; — @зз2а =0. 
Подставляя выражения (8), (20) и (23) в уравнения (19), по- 
лучаем: 
@1301 —@11(*3 + 1) =0: а;185 + а1322 — а1э(ез -- 1) = 0; 
2{@118з3 — а1з (31 -- 1)} + а128> — а2э(аз Е Вл) - аз» = 0; (25) 
а13?2 -- азз22 — @эз(аз | 1) =0; а13В; — азз(Ва | 1) =0. 


Соотношения (24), (25) эквивалентны следующей системе.восьми 
конечных уравнений на шесть неизвестных функций а и В (бу- 
дем выражать с, В через аг.): 


2321 — 12 (аз + 1) =0: (26) 1233 — а23(81 +1) =0; (28) 
13%, — @(а +1) =0; (27) а1333 — азз(3: -- 1) =0; (29) 

а1182 -- 41392 — @12(7. + 81) = 0; (30) 

аль + @ззаз — ау(а, -- и) =0; 0 [| (°) 
2{аззо — @1з(из + 1)} - а1232 — а2о(а, + Вл) - аз» = 0; (32) 
2{а:183 — @1з(81 -- 1)} + а1282 — а22(аз - Вл) -Е аэза» = 0. (33) 
Разрешаем уравнения (26), (27) относительно @1 и аз, а урав- 


нения (28), и (29) относительно Ва, Вз. При этом возможны 
следующие случаи: 


1. ала2з — алз@1з 5 0, (5) 2. апа2з — @1з@» =0, (у) 
13423 — @зз@лз 5= 0. (3) 1323 — @зз@л» == 0. (6) 
3. ана2з — @1з3а1. =0 (7) 4. алла; — а1за12 5 0. (“) 
а13азз — аз +0 (3) 1323 — азза1з =0. (д) 
1. Из (26), (27), (28), (29) получаем 
=: =0, в =В =— 1. (34) 


Остальные соотношения (*) примут вид 
ал1В2 -- а1зоо -- 212 ==0; 1235 + аэзхз -Е 2аз» = 0. 

41332 -- аззя» -- 24а». =0. (35) 
Уравнения (35) последовательно умножим на 13, 611,62 и сло- 
жим. Получим одно уравнение Пфаффа 

— В2ф | “5 ф + 2* =0. 

Вносим значения (34) в разложения (8); оставшиеся неизвест- 
НЫМИ 42, В2 обозначаем через а, В. Расслояемая пара комплексов 
в этом случае определяется уравнениями Пфаффа: 
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653 — 11 = 0; (1) ®,2—ви=0; (2) ®! + 0,1 =0; (20) 
ор — ВфЪ- 2% =0; (36) ®.!— юм + в =.0; (37) 1 
0 4°— Во “Нл 3 = 0; (38) 
2. Ссотношения (у) и (6) — линсйны. и однородны относительно 
@12 И 423. Возможны два случая: 
а) (а, :)?— алазз =0, ал = 0, аз +0; Ъ) (а,з)— а1азз +0, а1> = а: =0 
В случае (а) из уравнений (1) и (5) запишем, введя параметр {(: 
ал: = Ка12)?; аз = 12423; @азз = Казз}?. (39) 
Подставляя (39) в (*), получим уравнения: 
4230, — а1э(0. - 1) =0; (26) а1233 — а2з(В1 + 1) = 0; (28) 

@123 -- а2за> — аэз(о. -- В1) =0; (32) Кал23» + аззх2) — аз — В, =0. (30) 
Из уравнений (30) и (32), однородных относительно неизвестных 


@1282 те 5352 И 93 -- В А следует: либо уравнения пропорционал ЬНЫ, 
то есть | 
| [зо а 1 = 0, (40) 
либо [оо —] 5 0, 

93 - В = 0, а128> —- 123%5 — 0. (41) 


Если {а»› —1=0, то уравнение конгруэнции (6) не зависит от р, 
и расслояемая пара комплексов разлагается на со! расслояемых 


пар конгруэнций. В этом можно убедиться, подставив в (6) вмес- 
то форм ф, х, Ф их разложения (23) с коэффициентами из (39) и 
{40). Этот случай расслоения не рассматриваем. Следовательно, 
удовлетворяются соотношения (41). Допуская, что а12=20 и 0боз- 
начая отношение 42. к а12 через $, запишем полученные соотно- 
шения для очи В: 

9. = — В. = $94 — 1; В8=$(2 = $21); В —=-- 5%. (42) 
Таким образом, пара Т комплексов в случае расслоения 2(а) 
определяется уравнениями: 


а? — 01 =0; (1) орви =0; @) ва ом=0; (00) 
ф - а12 (1а12(в13 -- $024) | в1*} =0; (а) 


х — @12(@13 - 5624) — 422614 = 0; (5) П 
У 5Ф -- 0; (с) юз - 02" — а (в13 $024) — иэ611 == 0; (а) 
04° — ®13 | $ (®;1 — 654) =0. (е) 


Рассмотрим случай (5). Из уравнений (30), (31) системы (*) 

в силу неравенства 
(аз)? — ал1азз 5 0 (43) 
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получаем а. = В» = 0. 


Оставшиеся уравнения можно записать следующим образом: 


Ч 1391 — (1193 — От; (27) 
ВВ аззВл ТЕ а1333 — @зз, (29) 
243321 — (2а1з + а22)а; — а2о81 =2а.. (32), 


— 2293 — (2а:з + @22)31  2а1Вз = 2алз. (33), 


Эта система единственным образом определит а, а., Ва, Вз, если 
определитель системы О = 4{(а,з)?— ал1азз} {(а13)? — алазз-алзае»} +0. 
Вследствие (43) достаточно показать, что выражение 
[ = (@1з)? — а1Азз - @лз»2 = 0. 

Допустим, что [=0. Здесь а1з=-0, так как иначе и а:аз. =0, 
что противоречит неравенству (43). Из [=-0 найдем а2.. Вносим 
выражение а» в (33)ь ‚ исключаем В, при помощи (29) и, поделив 
на (а1з)? — а1азз, получаем В; =аз— 2. Подставляя в (32)ь значе- 
ние В, и исключая а, при помощи (27), получаем, принимая во 
внимание [=0, (аз)? — ал1азз =0, что противоречит неравенст- 
ву (43). Следовательно, [520, то есть` О=20: Найдем са, аз,Ва, 9з 
из (27), (29), (32)ь ‚ (3З)ь ‚ и подставим их в разложения (8). Рас- 


слояемая пара Т комплексов в случае 2(6) определяется следую- 
щей системой Пфаффа: 


653 — 61“ =0; (1) ®3?— ол =0: (2) оп о“ =0; (20) 
ф< -+ а11613 + а1302* = 0; (а) х — Ч2214 == 0; (6) 

+) —13013 —3з05* =0; (с) ЦКоз!- ®2*) -- а2ф ==0; (а) 

Ко? - 13) — а22ф =0. (е) 


| В 


3. После несложных преобразований конечных соотношений 
здесь получаем случай расслоения (1), к которому добавляется 
условие (у). Введя параметр в, получаем из (у) 


11 — Рат>, Я1з = Раз. 
Из конечных соотношений получаем 
| 2 12 
01 = 2 =; =0; аз =В: = —1; с а. 422 — р. 


Расслояемая пара Т комплексов определяется уравнениями: 
623 — 01“ = 0; (1) 032 — 041 = 0; (2) 041 -- 611 = 0; (20) 


ф + а1о(рол3 - ©1“) + раззэ* =0; (а) рх+ф= 0; (5) Г 
ф — а2з(ро.3 + @1“) — азз02* = 0; (с) ®я- о = 0; (а) 
р(оа? - 3) + 214 = 0. (9) 
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4. Из (5) при помощи параметра 9 запишем 
Я1з = 9412; —@з32 = 9423. ° 


Остальные конечные соотношения показывают, что этот случай 
получается из расслоения (1) добавлением соотношения (5). 
Расслояемая пара комплексов определяется уравнениями: 


6023 — 014 = 0; (1) ю;? —юл -=0 (2) от о =0; (20) 


ф -{ а. 1613 -- а12(61* -- 902“) =0; (а) д% —® = 0; (5) о 
ф — 94126013 — а23(1-+- 965“) = 0; (с) 9(®з1 - ©2*) +201“ = 0; (а) 
942 -- 613 =: 0. (е) 


Докажем существование расслояемой пары комплексов в каж- 
дом из пяти полученных случаев расслоения. 


Расслоение пар Т комплексов 1 и ИП 


Расслояемая пара комплексов в случае | существует, если 
система уравнений | определяет — трехмерное интегральное 
многообразие, на котором [6913602146051] = 0. Дифференцируя 
уравнения | внешним образом, получаем только пять квадра- 
тичных уравнений: 


[ф; Во" — 20,3] — [ф; ао: * — 2654] = 0; (1) 
[2 — В офи Е Эри — ры =0; (20) | |, 
[Аа — 2аж; $] — [АВ — 23; $] =0; (36’) 
[Аао:“] — 4[+ 024] = 0; (37’) [А *] — 4[х1013] -=0, (38’) 


где 
Да = 4{42 + а(в1\ — ®33) — 241] — 9(1: — 41); 
АЗ = 4 (48 + В®? — ва“) - 251} — Ва — Вл). 
Система уравнений 1, [’— не в инволюции, и ее надо продолжать. 
Разрешая уравнения (37’), (38’), получаем 
Аа = 4(Е; 6,4 — Ко“); я1 = 2014; АЗ = 4(261* — Ко 3). 
Подставляя эти выражения в (36’) и исключая случай пропор- 


циональности форм ф и %, при котором пара комплексов разла- 
гается на. << расслояемых пар конгруэнций, получаем: 


До = 49 (201 м (924); х: — Ко“; АВ а 4К(Зв1“ =— 6213). (а) 
Продолжаем систему Т, присоединяя к ней уравнения (а). Кова- 


рианты уравнений продолженной системы имеют вид: 
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[ф; 20,1 — 20:3] — [ф; а 1 — 2054] = 0; | 
[фи; 66:1 — 20:3] — [11; 260,*— 2021] =0; ь 
[А^®1*] = 0; [А^®:3] = 0; [ААо>“| = 0, 
где 
АЕ =2{4Е + Е(®,1 — в.*)} - А(а®,? — Вюз*) — 4(а13 -- 024) | 


- (4=В = Е?) 1“. 
Из уравнений [.’ следует 
АЕ =0. (5) 


Присоединяем уравнение (5) к системе Т, (а). Внешний диффе- 
ренциал уравнения (5) в силу уравнений Г, (а), (5) и Га обра- 
шается в тождество. 

Итак, расслояемая пара Т комплексов определяется системой 
Пфаффа: Г, (а), (Ъ). 

Система ковариантов содержит только два квадратичных 
уравнения 
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[ф; За" — 2613] — [$; ав" — 2%" ] =0; | | 
Ь 


[фл;9014 — 2613] — [1; а®14 — 205*] = 0. 

В характеристическую систему входят формы, стоящие в ле- 
вых частях уравнений Пфаффа Т, (а), (5), формы, независимые 
на интегральном многообразии, и еще четыре формы: Ф; %; $1; %, 
следовательно, д =4. Характеры системы следующие: $, ==2, $ =2, 
53 =0, число Картана @ = -+ 255 + 353=6, трехмерный интег- 
ральный элемент Ез определяется с произволом № == 6 параметров. 
Следовательно, система — в инволюции, и расслояемая пара 
комплексов существует с произволом двух функций двух аргу- 
ментов. 

Так как алгебраическое дифференцирование ковариантов 
по формам ф; 1; ф;; ф, приводит только к двум независимым 
комбинациям 

Ва“ — 2013 = 0; О и 2621 = 0, (44) 
то расслояемая пара комплексов обладает характеристическими 
многообразиями, которые определяются характеристической сис- 
темой уравнений. В этом случае каждый комплекс состоит из ос? 
линейчатых поверхностей, определяемых на расслояемой паре 
комплексов уравнениями (44). Через каждый луч комплекса про- 
ходит одна линейчатая поверхность. Рассмотрим взаимосвязь 
между этими линейчатыми поверхностями и конгруэнциями ком- 


плекса (6), выделяемыми расслояющими поверхностями. Урав- 


нение этих конгруэнций получим из (6); пользуясь соотноше- 
ниями (23) и (36): 


{6 (25 | За -Е (0х - 2)а1з} (311 — 2013) + {о(2о -- В)а,з С 
-- (0% + 2)а.з} (211 — 20.1) = 0. (6) 


Через каждый луч комплекса проходят со конгруэнций (6), и 
все эти конгруэнции пересекаются по одной общей линейчатой 
поверхности, характеристике нашего многообразия, проходящей 


через этот луч. Действительно, уравнение (6) удовлетворяется 
токдественно соотношениями (44). Следовательно, все конгруэн- 


о —ь 
ции (6) состоят из этих линейчатых поверхностей. 


_ Покажем, что линейчатые поверхности (44) образуют рас- 
слояемые пары, то есть несут по со! линий, соприкасающиеся 
плоскости которых в точках пересечения с некоторым лучом 
комплекса (образующей поверхности) проходят через соответ- 
ствующий луч второго комплекса (соответствующую образую- 


щую другой поверхности). 
Рассмотрим уравнение асимптотических линий на расслояю- 
щих поверхностях, которое получим из уравнения (12), подстав- 


ляя соотношения (34), (35), (6). - 
(2в:* — 2624) {[6(20 - 8) ааа -+ (62 - 2)алзвз Е [6(25 + в)алз 
| -- (са -+- 2)аззю›*} = 0. 


Одно семейство асимптотических линий, определяемых на 


поверхностях уравнением . 
0613 — Ва54 == 0, (45) 


соответствует на всех расслояющих поверхностях. Каждой кривой 


этого семейства в конгруэнции (6) соответствует линейчатая 
поверхность, которую образуют со! лучей конгруэнции вдоль 
этой кривой. Эта линейчатая поверхность определяется уравне- 


ниями (45) и (6) ИЛИ: 
0613 — 8654 =0, 014 — 2024 = 0, 


которые определяют ту же линейчатую поверхность, что и (44). 
Следовательно, характеристические линейчатые поверхности 
пересекают все расслояющие поверхности по соответствующим 
асимитотическим линиям. А так как вдоль одного луча имеется 
со* расслояющих поверхностей, тона каждой линейчатой поверх- 


ности будем иметь со! расслояющих кривых. 
Итак, в этом случае расслояемая пара комплексов разбивает- 
ся на со* расслояемых пар линейчатых поверхностей. 
В случае П расслояемая пара комплексов определяется сис- 
темой уравнений Пфаффа П. Коварианты системы имеют вид: 
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а ©1*] — [612 - 9031; 031 — 651] = 0; (20') 
[АЕ; в13 + 50241] - [Ла: 20.4] -- а12 а. А5-Н 12 --5$03*; 01| -= 0; (а’). 
ат [а1> 4$ -- ®1? -{- 5031; 613 -- 9024] -- [4124$ + 


-Е 422(61? | 503“); 14] = 0; (65°) 
[Аа 2; 013 - $02] + [Аа2211] - [424$ + [7 
-- а52(61? | 503"); 024] =0; (с’) 

[Аз ; ®13 -- $024] -- [Аа 4] + [2$ -- 
-- а2(®1 2 + $6)3*) — *; 62] = 0; (4’) 
[45; 031 — 62] — [х; ®:3 -- 5654] = 0, (е’) 


где 
Да:> -= 4а12 -- а12(%11 — 33) — 452034 -- 2Ка12) (12 — $63“); 
Аа2. = Да - а22(®1 ' — 0:4) + а12(30,2 —®.?) - а125(02' — 3634), 
Д$ = 45— 5(611 — 62? — ®.3 | 4“), 
АЕ = (а) аё | Козз — 2") + (22541. — По“ — 4Ра1>(6.? — 503") -! 
- 21а, -Аа12 -— 2а12(1 — [а.2)юз*, 
Аз: =. 4 + 221(®,1 — ©.3) — 220.4, 

Ал = аа» - а>(2011 — 633 — 04“) — а. + (5 — 2) фл. 
Система уравнений 1, П’— не в инволюции. Разрешая уравне- 
ния (20’), (е”) системы ПГ’, получим: 

ж = 1014 -- Х2(®1 — 654); А$ = х4(Фз — 024) -- Хь (031 -[ 565*); 
— 12 — 5034 = Х261* -- Хз(Фз1 — 65“); 
— *1 = 5 (031 — 2") -- Хо (®13 -- 5024). 
Сравнивая два выражения для *!, имеем: х, =0, хз = 0, Хх; = — да. 
Подставляя выражения форм 4$, ®1? | 5ю3* в уравнение (5”) и 
приравнивая нулю коэффициенты при внешних произведениях 
независимых форм, получаем два однородных соотношения на па- 
раметры хз И %м: 
@22Х3 —- (12Х а — 0, Хз ее [ал2Х4 — 0. 
Так как {425 —1 52 0, то хз =х. =0 и остается произвольным толь- 
ко параметр х›. Обозначая х. через х, запишем выражения форма 
и: = (031 — 65*) 12 + 50.1 = — Х*; Аз =— 503 | 502^). (Г) 
Продолжаем систему уравнений [], ГП’, присоединяя уравнения 
Г) и их внешние дифференциалы: 
[Ах; ол — 4] =0; [Ахо.“ =0]; [Ах; ®,3 + 504] =0, (Г’) 
где 
Ах = ах -|- х(05? — 04") + Хой -- 2(5031 — в13). 
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Из уравнений (/) следует 
Ах =0. (5) 


Присоединяем (5) к системе ИП, ({). Внешний дифференциал 
уравнения (=) тождественно удовлетворяется в силу остальных 
уравнений. 

Таким образом, расслояемая пара комплексов определяется 
системой Пфаффа, состоящей из уравнений П, (Т); (5) и квадра- 
тичных уравнений, полученных из уравнений (а’), (с’), (4) под- 
становкой соотношений (Г). Квадратичные уравнения запишутся 
так: 


[АЕ- Ка! >)?хоэ“; 613 + 50.1] -- [Аа + 41204: * | = 0: 
[Ла1› -- а12Х024; ©13 - 5024] -- [Аа.> - а22х02“; 614] — 0; НП’ 
[А2: + 21х02"; 13 -- 5054] + [Аз + 2х2х0о“; 1] = 0. 


Характеристическая система, кроме форм, входящих в систему 
Пфаффа, и форм, независимых на искомом интегральном много- 
образии, содержит еще д=5 форм, входящих в квадратичные 
уравнения. Так как замкнутая система ковариантов содержит 
только три квадратичных уравнения, то характеры системы сле- 
дующие: $,=3, $2=2, 53=9—$!—52=0 Произвол цепи инте- 
гральных элементов (/=7 равен произволу наиболее общего ин- 
тегрального элемента Л№=7. Система в инволюции и определяет 
расслояемую пару Г комплексов с произволом двух функций 
двух аргументов. Характеристическая система уравнений, как 
в случае [, оставляет произвольной одну из форм, независимых 
на расслояемой паре комплексов. Следовательно, и в этом слу- 
чае расслояемая пара комплексов содержит характеристические 
многообразия. Характеристическими многообразиями являют- 
ся со? пар линейчатых поверхностей, определяемых на комплек- 
се интегрируемой системой: 


601“ =0, 613 - $021 =0. (46) 


Через каждый луч комплекса проходит одна линейчатая поверх- 
ность. Каждая пара ‘соответствующих линейчатых поверхностей 
первого и второго комплексов образует расслояемую пару. На- 
пишем уравнение асимптотических линий расслояющих поверх- 
ностей, подставляя в (13) соотношения (42).: 
(613 $05") { (21 - х25) (®,3 - 9024) — 221} = 0. 

Так как уравнение одного семейства асимптотических линий 
6913 -|- $024 =0 не зависит от о, то оно определяет семейство 
асимптотических, соответствующих на всех расслояющих поверх- 
НоСтТЯх. 

Уравнение конгруэнции, выделяемой расслояющей поверх- 


ностью, получим из уравнения (6), пользуясь соотношениями 
(23), (39): 
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е 
{раз — а12(0? -- $)} 011 - а» {0 — Еа12(62 - 5)! (13 - 50.') == 0. (6)11. 
Следовательчо, асимлптотические линии, соответствующие на 
всех расслояющих поверхностях, на комплексе будут определять- 
ся уравнениями: 
6213 — $65 4 == 0, 611 — 0. 


А так как этими же соотношениями удовлетворяется и система 
(46), то, следовательно, характеристические многообразия пере- 
секают расслояющие поверхности пары комплексов по семейст- 
вам соответствующих асимптотических линий. Каждая линейча- 
тая поверхность из семейства (46), проходя через некоторый 
луч комплекса, пересекает со’ расслояющих поверхностей вдоль 
этого луча по <с<' асимптотических линий, которые являются рас- 
слояющими линиями для линейчатой поверхности. Таким обра- 
зом, и В этом случае расслояемая пара Г комплексов разлагает- 
ся на сэ? расслояемых пар линейчатых поверхностей. Через 


каждый луч комплекса проходят со! конгруэнций (6)11 , выделяе- 
мых о5* расслояющих поверхностей. Каждая пара этих конгру- 
энций пересекается по линейчатой поверхности. В данном случае 
линейчатая поверхность (46) принадлежит всем конгруэнциям 


(6)п, когда р принимает любые значения. Следовательно, все 
со* конгруэнций пересекаются по одной и той же линейчатои 
поверхности, определяемой уравнениями (46). 


Расслоение пар Т комплексов 1 


В. этом случае расслояемая пара комплексов спределяется 


системой уравнений ПТ. Дифференцируя уравнения [Ш внешним 
образом, получаем систему: 


Бао] - [03*; 04° — ®1"| — [6172; 031 — 21] = 0; (20°) 
[Аа, 1013] + [2а11042— (2а1з- а22)0з*; 14] + [Аа1з62*|=0; (а’) 
[2а 11? — (2а1з - 45203"; 13] + [Аа>2614] + 
-- [(2алз + аг2)®1? — 2азз0з*; ®2] =0; (6’) ПР 
(Аа 3] -- [(2а1з + а») ®:?—2а33031; 01“ + [Ааззоз* | = 0; (с ’ 
а: 1(А/ю13] — [А[®;' 014] -- [43 А1-- 2х1; 021 | = 0; (а’) 
[413А1 + Вх; 13] -- [А[1261“] -- азз[А/>*] = 0, (е’) 


иде 
Да: : = аа: + а1 (20! — 2? — 033) | 2а1а1з®1*, 


Аа1з = аа1з + а13(®1 — 41) + {(а13)? — а1азз}®1*, 
Да» = Аа»» -{ аз (®! — 9“), 


АДазз = 4азз - азз (65? -- ®з33 — 204") -- 2а,заззо", 
А/ = а..4[ — {Ла»> -- [(А ее О (47) 
А — 4[ —- (4›>)?. 


Покажем, что / = соп${. Для этого разрешаем уравнение (4’) от- 
носительно неизвестных форм: 


А[ == 7.1613 + [41.2611 -- 36051, (48) 
— ©3* ты (11/2613 - 4011 —- 56001 5 
а1А- [2 = ааАз®3 + [АХ 1 - 7 вод. (49) 


Подставляя эти разложения в (г’), получаем 
16 — @зз`1 =0, ®г=^5ю Ай -- аззо®»я. 


Определяя отсюда *1,61?, ®3* и подставляя в (20’), получим два 
уравнения на параметры: 


4113 — зал -- Ка1зЯ2> — 2/) №4 4 (@ 152, = 0, 
2 413.3 ы @зз/1 - [422 33/-4 Е /[ (413@22 = 2[) .. О 0. 


Так как определитель из коэффициентов при )., /з не равен 
нулю вследствие соотношения (43), то из этих уравнений можно 
выразить }1, )з через ).а, Аз: 


7; =— 1 ((2а1з + а›2) ^а + 24113}, 
Аз = — [ {2аззАа -|- (2а1з - а2)^. }. (50) 


Определяя Да5» из (47), (48), (50) и подставляя в уравнение (6’) 
выражение Ла. и разложения форм ®1?, 3", получаем [4/1] = 0, 
если а.. -=0, то есть 4/1 =“. Теперь остается показать, что 
и, = 0. 

После подстановки выражений форм в1*, юз? в уравнения (а’) и 
(с’), оставшиеся от системы ПГ, можно будет записать: 

[дано] а [Аа;з65з4] = 0; (а’) [Аа 613] г [Лаз] =0, (с’) 
где 


Аа, = Да, — 11 {(2а1з -- @22) 1» 2.5} 14, 
Аа = Аа: з — {2ап1азз’ 2 -- (2а1з + а52)5} © 11, 
Аа: — Дазз — @зз((2а1з - а22) 25 рт 2^5} 6014. 
Дифференцируя конечное соотношение [= (2,3) — @н@зз Г а13@л», 


заменяя дифференциалы а: через Лан, Аа, Лаз и выражение 
А/ — (48) и используя выражения (49) и (5), получаем: 


1 (аз)? — @11@зз } ©1* = = (2аз + азз) Ла, Р-- аззАа: — ана} — 
— @11^ 36013 — Язз^1 921 ь (51) 
21 


Формы Дан, Аа,з, Аазз из уравнений (а’) и (с’) выражаются 
только через «3 и @2*. В уравнении (51), вследствие независи- 
мости на комплексе форм 63, 11, 5“, коэффициенты при этих 
формах должны равняться нулю. Коэффициент при в!“ имеет вид: 
ш { (а,з) — ал1азз} = 0, откуда следует в силу (43) в =0. Следова- 
тельно, [-= с0п${. Присоединяем к системе уравнений Ш, ИГ 
полученное конечное соотношение 


(4:3)? — а1азз —- а1з@>> == соп$. (52) 

и его дифференциал 

(2алз - а›2) Аа; — азАаи — ап Аазз -- азАа — [и =0, (52’) 
где р 

Аа» = Ла» + (21 — А) ви*. 
Исключаем, пользуясь этим соотношением, форму [= в уравне- 
ниях (20°) (4’), (г’): 
((2а1з -- а-2) Ааз — аззАа и — апАазз; ®1*] — ан [(2а1з - аз) в? — 


— 243303*; 13] — азз [а 101? — (2алз - а>2) 63"; 05*] = 0. (20°) 


В (4’), (е’) исключаем вз*, @.?, пользуясь уравнениями (а’) и (с'), 
получаем: 


[а33Аал — @11Дазз; 613] — [азз (Аа. — 2Аа1з) + 


—- (24: + а») Аазз; ®2“] = 0; (4’) 
[ал1 (Ла — 2Аалз) - (2а1з - а.) Дал; 13] 
-- [аззАа1 — а 1Аазз; ©2*] =0. (е’) 


Уравнение (6’) не изменится, если вместо Аа2о подставим АДаоо. 
Расслояемая пара комплексов определяется системой, состоя- 
щей из конечного соотношения (52), уравнений Пфаффа ПГи 


(52), квадратичных уравнений (20°), (а’), (65°), (с’), (4’, (). 
Характеристическая система форм содержит: три формы, неза- 
висимые на искомом интегральном многообразии; девять форм, 
стоящих в левых частях уравнений Пфаффа; шесть форм, полу- 
ченных алгебраическим дифференцированием квадратичных 
уравнений. Следовательно, д=6. Разрешая уравнения (а’), за- 
пишем: 
Аааа -= У 13 -- Уов1* -- У3602°; 
2а1101? — (2а1з + а22) Фз* = 2613 ув" -- У"; 
Аалз = уз013 Е ул" - Ув". 


(53) 


О они 


Из (5’) получим: 
Аало == 94613 -- 701“ -- узо"; 

(2а1з - 4>2)1? — 2а3303* = у5в13 - уз: -- об“. (54) 
Подставляя полученные разложения Ааз и (22а: + а») в °— 
— 2азз®з@ в (с’), найдем 

Аазз = ув0з13 Е зб“ - У1о2*. (55) 


Вносим полученные разложения (53), (54), (55) в уравнения (4’), (е' ). 
Получаем следующие конечные соотношения: 


Язз (*з 2 2/5) + (Заз -- а22) у = 0; 
азз (У4 — Уз) (Заз + @з2) Ув — @л1\1о = 0; 
аа (7 — 2%5) - (2413 -- а2о) уз = 0; 


ал (Уз — Ув) —- (Заз 422) Уз — зз\1 == 0. 


(56) 


Отсюда найдем у», уз, уз, у», если 2а1з + аз» == 0. Уравнение (20’) 
удовлетворяется тождественно разложениями (53) — (55) и соот- 
ношениями (56). Следовательно, система шести квадратичных 


уравнений: (а’), (5’), (с’), (4), (е’), (20') эквивалентна системе 


пяти уравнений: (а’), (5'), (с’), (а’), (е’). В разложениях (53) — (55) 
после исключения у, уз, %, %, При помощи уравнений (56) 
останутся шесть независимых параметров. 

Расслояемая пара комплексов в этом случае существует, 


если система уравнений Ш, (52), (а’), (5), (с’), (4), (е’), (20°) 
определяет трехмерное интегральное многообразие, на котором 
[613671 162.*] = 0. На линейном интегральном элементе Е шесть 


форм Аа, Аа,:., Аа, Аа, в1?, 03% задаются произвольно. На 
двумерном интегральном элементе все шесть форм вполне опре- 
делены. Следовательно, характеры системы следующие: 5, = 6, 
5 =0, 53 =0. Число Картана О =.6. Разрешая уравнения системы, 
получили, что наиболее общий интегральный элемент опреде- 
ляется с произволом М№М==6 параметров. Система в инволюции, 
И расслояемая пара комплексов существует с произволом шести 
функций одного элемента. 

В этом случае каждая пара конгруэнций из однопараметри- 
ческого семейства конгруэнций, проходящих через некоторый 
луч комплекса, будет пересекаться по линейчатой поверхности. 
Через произвольный луч комплекса будут проходить со? таких 
линейчатых поверхностей. На втором комплексе им соответст- 
вуют со? линейчатых поверхностей, проходящих через соответ- 
ствующий луч. В этом случае расслояемая пара комплексов не 
разлагается на расслояемые пары линейчатых поверхностей. 
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Кроме рассмотренных трех основных случаев расслоения ком- 
плексов, имеем еще два подслучая 4 и 65 расслояемых пар ком- 
плексов [. 


Расслоение пар Т комплексов 1\" и У 


Пара комплексов в случае ТУ определяется системой ГУ. 
Дифференцируя уравнения ГУ, получаем систему: 


р[чо1*] — 2 [©31; рол -- в] - 2р [©1202] =0; — (20°). 


[Аа;2; роз -|- @*] + Р[Ааз02* | = 0; (а’) 
[4,›Ар- 2р*а>з303*; рол 3 -- в1*] - р[аззАр-Е разз Х 
х {2%5* -- ал(ре13 -- ®1*);; 02] = 0; (65°) [У 
[Аа2з; ро:3 -- ®1*] -- р [Ааззо24 ] = 0; (с’) 
[*, -- 2ра2з61*; ©] — 2 [2%3* -- ал» (рол - 61°); 14] =0; (4’) 
2 [Аро:*] — ри -- 2разз1*; ро13 - в] = 0, (е’) 


где 
х1 
Аа». = Аа(разз) + разз (®! — Фа" — > |+ (12612 — 2363"; 


Аа: = а(рал2) -- рал2 (2 — @22— 03° — >) — 241203"; 


1 
Ааз; = аазз + азз (62 - 0.3 — 204‘ — -=-) -- 2аз01?; 


Ар= ар - р(л1 -- ©52) + р]: - > — р?аз(ро13 14). 
Система уравнений [\У, ГУ’ не в инволюции. Продолжаем сис- 
тему [\, присоединяя к ней уравнения: 

х1 — 2(^ — Разз) ®1* =0; фл — (^ — разз) 02" = 0; 
Ар + р. (0613 в) =0, (р 
полученные разрешением ковариантов (е’), (4’), (5’), и при ис- 


пользовании уравнения (а) системы ПУ. Внешние дифференциалы 
продолженной системы имеют вид: 


[2ре12 —1.(рел3 -|- 014); 2] = 0; [Дал12; роз-- и] --р [Аа2з024] = 0; 
[Аазз; роз ®1*] + р [Аазз®>“] = 0; [43] =0; [А^0.*] =0; ГУ, 
[41.624] = 0, 
где 
А, = 2ра (. — разз) - {4 — (. — развил. 
Из уравнений ГУ,’ вытекает соотношение: 
АХ =0. (2) 
Присоединяем его к системе ТУ, (Г. Система ковариантов урав- 
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нений [\’ (Г), (8) содержит только три квадратичных урав- 
нения: 


[ре — 3. (рез - в); 651] — 0; 
[Аа1>; ро13 -- @.1] -- р[ Аа»з0>1| = 0; ГУ, ' 
[Аа5з; ро13 + ©1*] -- р [Да з65* | = 0. 


В характеристическую систему входят формы, стоящие в левых 
частях уравнений Пфаффа ТУ, (7), (5), формы, независимые на 
интегральном многообразии, и еще четыре формы @?, Аа», 
Аа›з, А@:з, полученные алгебраическгм дифференцированием 
квадратичных уравнений. Следовательно, д ==4, характеры сис- 
темы: $1 =3, 52 =1, $3 =0. Число Картана @=5э, произвол наи- 
более общего интегрального элемента М№М=5. Следовательно, 
система в инволюции и расслояемая пара комплексов определя- 
ется произволом одной функции двух аргументов. 


Так как алгебраическое дифференцирование ковариантов [\, ', 
по формам ‹,?, Аа:., Аа.з, Ааз. приводят только к двум незави- 
симым уравнениям: 


659 == 0, ре!” -- 6011 РЕ 0, (57) 


то и в этом случае расслояемая пара комплексов обладает ха- 
рактеристическими многообразиями. Характеристическими мно- 
гообразиями являются со? линейчатых поверхностей, определяе- 
мых на интегральном многообразии уравнениями (57). Через 
каждый луч комплекса проходит одна из поверхностей (57). 
Уравнение конгруэнции, выделяемой расслояющей поверхно- 
стью, имеет вид: 


40 (ро — Г] ал- разз} (ре13 -- 1“) -- 
р &р; — Пазз- аз} юз" =0. (6)1у 


Конгруэнции (6)]у вдоль каждого луча пересекаются по 
одной из линейчатых поверхностей (57). Асимптотические линии 
на расслояющих поверхностях определяются уравнением: 
62° (рз13 — у“) =0. Одно семейство линий, определяемых 
уравнением в.“ =0, независящим от о, соответствует на всех 


расслояемых поверхностях. Из конгруэнции (6)у это семейство 
линий выделяет линейчатые поверхности 2 =0, ро\3 + ®14 =0, 
которые совпадают с характеристическими линейчатыми поверх- 
ностями. Следовательно, каждая линейчатая поверхность (57) 
несет со! расслояющих кривых. Пара комплексов распадается 
на сс? расслояемых пар линейчатых поверхностей. 

В случае У пара комплексов определяется системой У. 
Система ковариантов содержит квадратичные уравнения: 
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9 [21618] — 29 [634613] - 2 в1?; ®14 - 905] =: 0; (20’) 


д [лало13] + [Аала; в -- 905] = 0; (а’) 
4 [42 А9 — дац {2612 — аз" - 902“)}; ®:°] + 
-- [4›.А9 — 292а1э012; в1* -1- 9054] = 0; (5) у’ 
д [Аа15613] - [3@23; ®1* -- 902] = 0; (с’) 
[а + 2942011; ©] -- 2 [20:2 — а>; («1 ЗЕ 9622“); 011] =0; (4’) 
2 [Ад * | — 9 [м - 29а15614; 014 --9%5*] = 0, (е’) 


тде 
| и. 
лап о аа —- О 11 (201 == (052 Ре 033 ты =) в 241203“; 
7.1 \ . 
да =а (дал) -- дал? (оп —@.*— 5) -- а12012 — 023093"; 


\ 


Аа>: -= 4 (9аз) -- 9а2з [боз? - оз — 29 — >.) -- 2423617; 


А4 = 44 -|-- 9 (®3? — 04") — 9°ф: — 9? — 97а» (ви Г 90.1). 
Система уравнений \, \У’ не в инволюции. Продолжаем систе- 
му, присоединяя уравнения, полученные разрешением ковариан- 
тов (е’), (4’), (6’) относительно форм: 


х; —- 29412601", Ад, 2012 — 23 (14 -- 902") 
(при этом пользовались уравнением (с) системы У): 
я — 2( — да12) 1“ = 0; ча + (* — да12) ®13 = 0; 
Ад - 4% (в1* - 902“) =0. (Г) 
Коварианты продолженной системы У, .(Г) имеют вид: 
[24631 + ^ (®1* - 9051); 13] =0; 
9[Аа11013] -Е [Л @12; ©11 -|- 9654] = 0; 








(У;) 
9 [Аа 013] - [Аа53; © -- 9021] = 0; 
[47018] =0; [Ам =0; [Але = 0, 
где | ыы 
А’. = 244 (^ — дал») - {4 — (- — 9а:»)*} виз. 
Из уравнений У, имеем 
АХ = 0. (2) 


Присоединяем (52) к системе \, (7). Система ковариантов урав- 
нений У, (7), (5) содержит только три квадратичных урав- 
нения: 
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[2401 --^ (@й + 9%“); ®3] =0; | 
9 [Аа 10:3] - [Аа2;61* -- 9051] =0; У, ' 
9 [Аа: 2013] - [4 а25; ©, -- 9054] = 0. | 


Алгебраическим дифференцированием У,’ получаем: ®.1, Дала, 
Ла:», Аа›.. Отсюда имеем 4 =4. Характеры системы следующие: 
$ =3, 52:=1, $: =0. Произвол цепи интегральных элементов 
()=5 совпадает с произволом наиболее общего интегрального 
элемента М -=5. Следовательно, система в инволюции и опре- 
деляет расслояемую пару комплексов с произволом одной функ- 
ции двух аргументов. Алгебраическое дифференцирование ко- 
вариантов \У„’ по формам ®.*, Аа:, Аа:», Аа и в этом случае 
приводит только к двум независимым уравнениям на независи- 
мые главные’ формы на интегральном многообразии. Следова- 
тельно, интегральное многообразие несет характеристики. 
Характеристиками являются <? линейчатых поверхностей, оп- 
ределяемых на расслояемой паре комплексов уравнениями 


0:3 = 0, [бы —- 902" = 0. (58) 


Асимптотические линии на расслояющих поверхностях опреде- 
ляются уравнением 13 (16,3 — 0651) = 0. Одно семейство асимп- 
тотических, определяемых уравнением 3 =0, соответствует на 
всех расслояющих поверхностях. Кривые этого семейства 
выделяют из конгруэнций 


9 {0?аи — (0 — 9) аз} в13 - {62да1» — (0 — 9) а2з} (в + 462“) == 0, (6), 


соответствующих расслояющим поверхностям, линейчатые по- 
верхности, совпадающие с поверхностями (58). Следовательно, 
на каждой линейчатой поверхности (58) имеются сос! расслояю- 
щих кривых, соответствующих асимптотическим линиям расслоя- 
ющих поверхностей. Расслояемая пара комплексов разлагается 
на <>? расслояемых пар линейчатых поверхностей. 
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Л. Г. ЯКОВЛЕВ, М. И. ФАИНГОЛЬД, 
Э. М. БАШНИРОВ 


ОСОБЕННОСТИ РАССЕЯНИЯ 
НА ПОТЕНЦИАЛАХ ВИДА, | хг-* 


Классический (не квантовый) расчет эффективных сечений при 
рассеянии частиц, взаимодействующих по закону У(г) = + ог-* 
как в нерелятивистском (в дальнейшем-НР), так и в релятивн- 
стском (Р) случаях сравнительно просто проводится лишь при 
кх2 в НР случае и при к<1 вР случае. Если же к>2 (или 
к>[ в Р случае), при рассеянии может возникнуть «закручи- 
вание» траектории, усложняющее расчеты. В данной работе ис- 
следуются особенности расчета в этих случаях. 

Для расчета эффективных сечений необходимо иметь урав- 
нение траектории частицы с приведенной массой, движущейся 
в центральном поле У (г). Уравнение траектории проще всего 
получается с помощью уравнения Гамильтона-Якоби 


НР 2+ | (% `) + 5 (> у | ую =. (1) 


о ея = о 


(т=1 с=1) 


Уравнения выписаны для плоского движения вследствие аксиаль- 
ной симметрии задачи. 

Так как У(г) не содержит Ё и ф, имеем два первых интеграла 
и решение ищем в виде 


$ = — ЕЁ +1 +Ё№). (3) 
Из (1) и (2) находим ][(’), а затем уравнение траектории из 
уравнения эт =0 (при Го = со, ф, =0). 
В НР случае получаем 
—2 у а 4 
рае) 4% | 
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В Р случае: 


1 < 1 


вере — 0" 7-* | (У #1] Рае. (5) 


Г 


Для расчета угловых распределений следует найти прицель- 
ный параметр, как функцию угла рассеяния о= (9), и тогда 
4 _ 42? 

9 Е `а6. 

Угол рассеяния 9 определяется углом между асимптотами 
траектории частицы с приведенной массой. Угол между асимпто- 
тами—удвоенное значение угла ф (71), на который поворачивается 
радиус-вектор при движении частицы из бесконечности до точки 
наибольшего сближении (точки поворота). Расстояние наиболь- 
шего сближения определяется из условия равенства нулю Г или 
радиальной составляющей импульса Р», т. е. г=/и! — корень по- 
линомов, стоящих под радикалами в (4) и (5), т. к. радикалы 
представляют Р,. 


При отталкивании угол между асимптотами 2ф < т, и угол 
рассеяния © = — 2$. Расчет сечений не представляет труда. 

Далее рассмотрим лишь случай притяжения. При этом для 
«1вР случае и при к<2 в НР случае < 2ъ< 4%, и 
угол рассеяния © = 20 —*. Точка поворота и сечение опре- 
деляются легко. Рассмотрим А=| в Ри А—2 в НР. Для 
определения точки поворота имеем уравнения 





а 0, (6) 
у?" — Ву" ++ Су" -р =8 (7) 
где 
Г я 222 22 
= =. = — = С = о РЕ 
== ? ре № р ь" (2—1) 5" (=2 — 1) 


Покажем, что для притяжения в Р случае при ^ = Г ив НР 
случае при А —=2 угол 2ф может быть больше 2=. Формулы (4) 
и (5) могут быть представлены в виде 


: % 
> ——2 
а 
А 8 
НИ и) 
По правилу Декарта уравнения (6) и (7) имеют ие более двух 
положительных корней!; точке поворота соответствует, конечно, 


больший из них. В «критическом» случае оба корня равны. 
Из (6) и (7) легко находим этот кратный корень: 





1 При К--1 вРиА-—=2 в НР — один корень и Гкр=0. 
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м 


®-- 


.. а -- 
в НР ни Эыв ( №23, окр =Е 2 (Е — 2) е. в (9) 




















27/7 
в Р Гр == = (1 - | Е) 
я \1 пе 5—5) _ п п? . 1 
рир = т) 2 (9 +5 УТЕЕ)», где 
Пу” 
= 4(п— 1) , $2— | 
— (12)? е? ° 


При тех значениях параметров, при которых положительных 
корней нет (в случае притяжения) происходит «падение» на 
центр. 

Различные случаи (НР) иллюстрирует рис. 1: пунктирная 


вы“ 
— 
— 
— 
ие ое аа ны 
ть 
5 
\ 
ых 
< 
© 
\ 
\ 
№ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\| 
\ 
Рис. Г. 


кривая представляет у”; сплошные — у, -+-А; / соответствует 
наличию двух корней, 2—критический случай, 3 — отсутствие 
корней. Очевидно, что в общем случае ркр = г! © 0. 

Так как полином, стоящий под радикалом в (8), имеет два кор- 
ня, его можно представить в виде Р„(и)= (у — и1)(у — уз)Ри—2 (и). 
Полином Р„_2(у) > 0 в области интегрирования, так как других 
положительных корней нет, а весь полином неотрицателен. 
Тогда по теореме о среднем 

О а 
ФР (8 Е, и=ё<о). (1) 
у У (ии) (ИУ?) 
Очевидно, что интеграл неограничен и стремится к бесконеч- 
ности при (2 > и. 


9 
Следовательно, при движении в поле —— (А >2 в НР 
р“ 


с 


? 


и в —=1 в Р) частица может совершить при рассеянии несколь. 
ко витков вокруг центра, и траектория имеет вид, представлен. 
ный на рис. 2. «Закручивание» траектории объясняется конку’ 


№ й 


Рис. 2. 


ренцией между силами притяжения и центробежными силами, 
имеющими в НР случае вид [.27-3, авР случае — [27-3 [«— И(г)]- 1. 
При фиксированной энергии поток частиц по прицельному 
параметру р разделяется на три части: частицы, движущиеся 
С прицельным параметром большим, чем определяемый из ус- 
ловия ф(г, о, Е) =<, рассеиваются без «закручивания»; частицы 
с 0=р=оьр (см. (9) и (10)) «падают» на центр; в промежутке 
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между этими областями лежит область рассеяния с «закручива- 
нием», разделяющаяся на бесконечное число полос с одним, дву- 
мя и т. д. оборотами. 

В о рассеяния без закручивания ©, -=2:2, — я, 24% = 
= ©9,-+=. В каждой полосе с ‘закручиванием 


9, = | (21 + П=- 2$, | 
2Фп = (28 + 1 =. ©... 


Таким образом, одно и то же © соответствует различным 2, 
следовательно, (©) — функция многозначная и 


(12) 


(С я | 
ав — " г 0 49 ` г? 
Рассмотрим примеры. 
1. У(г) = —э7-? НР случай. . 
По формуле (9) г.р =0, т. е. область падения вырождается 
в точку. С помощью формулы (3) вычисляем 2 (о): 


Я а 











26 (р) = из, 1 == Бо (14) 
Из (14) находим, что верхняя граница области закручивания 
3 =2 | ЗЕ (15) 


При о 0. — рассеяние без закручивания. Из (12) и (14) 
- =: — ©, и отсюда для этой области 


45 21а =— 0 
44% Е ОЕ - 
В области о. >о > 0 имеем а = (20 + == ®,, (17) 
ты] 


(16) 


п — число витков; для каждого числа витков следует взять 
обе формулы (17) — как с минусом, так и с плюсом. Это обуслов- 
лено аксиальной симметрией рассеяния и тем, что О= 9 <. 
Далее, проводя подсчет для каждого п и суммируя все рас- 
пределения (они «накладываются» друг на друга), получаем: 


Вы У (М И=—0 — 
в 0[[(2и + П=—6]2 — ^?2]2 
У м. 





| 


а9 Е 
т итп + Ия 0 — = (8) 


2. При А >2 в НР случае и & > 1 вР случае уравнения (3) 
и (4) не удается решить аналитически относительно р, так как 
в лучшем случае интегрирование в (3) или (4) приводит 
к Трансцендантным уравнениям, включающим тригонометриче- 
ские функции или эллиптические интегралы [2]. 
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Так в Р случае для А --1 получаем 








Г ЧЕ г 
Фу |" — $ РИ -5 
Для А =2. 
с ИИ. | | . 
Ро? РИ,’ Вт ФР) 
где 


= 2: \5. в= ( д? )?. 
=. 1] ЕО = | ’ О —= 2] з 


> [2+ иИ пб |. (20) 
‚ 








< 
р 





Г 


| 


В НР случае а =:9 


ВИ. , И) 
ут г —Гз ° Г1(7» — Гз) 











р (7; < 0 <ь, < п) (21) 
для А = 
ви? УНЕИЕ | 
55. К о 6, а (22) 
1 
м = и г, = 48?) 2 + 0] 2. 
Е , 


В ультрарелятивистском ыы задача иногда анали- 
тически решается до конца. В других случаях необходимо при- 
менять численные методы расчета. Однако легко убедиться в 
том, что все полученные выражения неограничены, т. е. суще- 
ствует закручивание и вытекающие отсюда следствия, чего и 
нужно было ожидать из общего рассмотрения, проведенного 
выше. 

Многозначность (9) создает затруднения при решении об- 
ратной задачи. 

Следует отметить, что, как видно из (15) (в других случа- 
ях — аналогично), размер области закручивания сокращается с 
увеличением энергии. Вместе с тем в реальных случаях. на ма- 
лых расстояниях притяжение сменяется отталкиванием; это мо- 
жет привести к частичному или полному перекрытию области за- 
кручивания. В случае полного перекрытия расчет сечений про- 
водится обычным методом. 

Случай частичного перекрытия представляет интерес и будет 
рассмотрен нами н последующей работе. 
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Л. Г. ЯКОВЛЕВ, Э. М. БАШИРОВ 


О РЕШЕНИИ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
КЛАССИЧЕСКОГО РАССЕЯНИЯ 


Обратная задача рассеяния — восстановление потенциала по 
экспериментальным эффективным сечениям (например, по угло- 
вым распределениям). Для классического нерелятивистского 
рассеяния на потенциалах вида + 2/7" обратная задача реша- 
лась в работах {1], [2]. Задача решается так. При расчете рассе- 
яния потенциальная энергия взаимодействия входит в формулу 
для угла $(3]: 





со 

о ат 

| ву = У(г) _ р? (1) 
Г1 Е Г? 


Если ф = $(5,Е) известна из эксперимента, уравнение (1) 
является интегральным уравнением относительно У(’), решение 
которого дает У =\(7). Очевидно, что ход потенциала опреде- 
ляется только для области, проходимой частицей при рассеянии 
(достижимая область), так как экспериментально измеряется 


ат =-| (0, Е). ф (5, Е) находится так: 


2 =2 11 (8, Е) а®. (2) 
Из (2) находим 9 =0 (5, Е), а 

9-45 (3) 
Знак «—» для случая У(’) =аг", знак «-» для случая 
У(г) =—г-". Область пригодности формул рассматривается 


далее. 
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Хойт [1] для решения интегрального уравнения (1) приме- 
няет подстановку 





И=У > = (=2Е) (4) 
и получаем 
ЕаЗ |! 
И о 10 (=) в (5) 
$ ( ) ) = И ——=—`—Щщ° 
У? ) УЕ-П 
Решение уравнения (5) — уравнения Абеля: 
Зы $ (Е, ВаЕ_— (6) 


(0) 1 УП-Е 
о 
В работе [2] исследование применимости метода не проводится. 
Фирсов [2] исследует применимость метода Хойта, однако 
это исследование не полное. Так как область применения метода 
Хойта ограничена и требуется знание экспериментальной функ- 
ции двух переменных 1(09, Е), Фирсов развил другой метод, 
требующий знания экспериментальной функции одной перемен- 
ной [(©) при фиксированном значении Е. Взамен (4) предла- 
гается подстановка 
Ур 
ры: 0. (7) 
что дает интегральное уравнение 
® Ц 
—— ([пг) ат 
м (8) 
[и о ЕЕ 
о 
02 
решение которого с учетом (3) дает 


со 
— [| ©(а 
г()=Ут ехр| + — Ре (9) 
в _У р? — 4 . ? 
уз 
Знак «+» для отталкивания, знак «—» для притяжения. (В 
работе [2] знак « — » отсутствует, однако его следует учитывать). 


Развитые методы сравнительно просто распространяются на 
релятивистский случай (далее — РС). В РС (1) принимает вид 


©с 


У: —1 а" 
Е 02 (10) 
, г? р ина О 
Г1 


„2 
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Подстановки 








И 

Фа = ет, 2 (12) 
приводят к уравнениям 
| 
У $ ([1, =? — 1) е@= 
(01) в®Ё: , у о | (13) 
СИ С 9 (р) а? 

о -У ехр[ Е | Уф т (14) 


Чт 


Наиболее важным является анализ применимости методов. 
Во всех случаях приходится искать обратные функции р =р(8, Е) 
из (2), г=г(И) или г=г(И\1), г-=г() или г=г(11) с помощью 
(4), (7), (11), (12). Отсюда вытекает требование однозначности 
для этих функций, то есть требование монотонности ©.- © (р), 
С (г), $ (г) ит. д. в достижимой области. То, что монотонность 
требуется лишь в достижимой области, не учтено в [2]. 

В работе [2] исследован случай немонотонного потенциала 
У ("), когда на малых расстояниях силы притяжения сменяются 
силами отталкивания. В этом случае возникает неоднозначность 
‘вообще говоря, трехзначность) о =6(9). Фирсов указывает 
путь приближенного решения обратной задачи в этом случае. 

Однако, в случае притяжения может возникнуть многознач- 
ность о0(9), обусловленная закручиванием [4], то есть угловое 
распределение получается как бесконечная сумма угловых рас- 
пределений частиц, движущихся в различных цилиндрических 
слоях и совершающих различное число оборотов. Эксперимент 
дает сразу всю сумму, разделить ее на отдельные слагаемые не 


иредставляется возможным; как решать обратную задачу, не- 
ЯСНО. 


Закручивание возникает в нерелятивистском случае (далее — 
НРС) при к > 2, в РС при к=1| для сил притяжения. Отсюда 
очевидно, что для «чистого» притяжения в НРС метод Фирсова 
арнгоден для к<2 (а не для к<2, как утверждается в [2]), ме- 
тод же Хойта в этом случае неприменим, так как при к<2 эф- 
фективный потенциал в достижимой области немонотонен 
(о) — + ©, И(®)= —0, И(гехь.) Д. 0). В случае отталкивания в 
НРС оба метода пригодны. Если бы не было закручивания, то 
метод Фирсова был бы пригоден при к.>0, а метод Хойта при 
к>2, так как соответствующие функции монотонны в достижни- 
мой области для рассеиваемых частиц. Эффективный потенциал 
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О (г)`в этом случае немонотонен лишь втой области, которой до- 
стигают только частицы, падающие на центр. 

При наличии притяжения закручивание должно  отсугствс- 
вать только для немонотонных потенциалов У (г), когда область 
отталкивания перекрывает область закручивания. Этого, по-ви- 
димому, можно добиться, увеличивая энергию, так как область 
закручивания сужается с увеличением энергии. 


ВРС пригодность (11) и (12), то есть распространение мета- 
дов Хойта и Фирсова на РС, также необходимо исследовать. 
При отталкивании в РС оба метода пригодны всегда, так кех 
легко показать, что в достижимой области функции И! (г). Ч", (г) 
монотонны. (Доказательство сводится к доказательству того 
факта, что минимумы или максимумы функций И, (г) и Ч, (г) 
лежат глубже точек поворота. Подробности доказательств опу- 
щены для краткости.) В РС метод Фирсова был бы пригоден 
для Любых к, если бы не было закручивания (или если область 
закручивания перекрыта, хотя здесь возникает трудность немо- 
нотонного потенциала). Метод Хойта, как показывает анализ. 
также применим при притяжении без закручивания для всех 
к>[. 

В качестве примера рассмотрим нахождение потенциала ме- 


тодом Фирсова по известному дифференциальному сечению в 
НРС 

















@ _ а к? (< —©) бе {<— 0): _ 
аа Е 60: —@р5ие 3 (2) находим р’) 
(8 =-=\, откуда ©@ Е Подставляя последнее соот- 
_. Г 
ношение в (9) и выбирая знак «--», получим 
м м 
р ет ра? __ @р 
У: ЗУ (22- 3)(5* —$). У УР-у 
Уз Уз 
Произведя замены переменных 0? -= х для первого интеграла, интег- 
Г Г 3 
рируем, после чего устремляем М к со.В о И '-— т. 
У 
откуда 
; 4% 
у — 72, 


то есть отталкивание в поле с потенциалом обратно пропорцно- 
нальным квадрату расстояния. 


Для сравнения можно эту же задачу решить методом Хойта. 
Аналогично проделанному найдем 9=@9(Г) и подставим в (3). 
взятую со знаком «—»: 
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ЕЁ 
у 212-294 


Интегрируя в (6), получил 
20 


--У тты, 


откуда 

[2 я 
О ыы 972 - ра ° 
Из сравнения с (4) вытекает 


я 
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Л. Г. ЯКОВЛЕВ, И. А. ГИРИН, 
. Д. Х. ХАЛИКОВА 


НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ КИНЕМАТИЧЕСКИЕ 
СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ РАССЕЯНИЯ 


При расчетах соударений двух частиц и дрейфа частиц в ве- 
ществе необходимо знать соотношения между энергиями, им- 
пульсами и углами разлета частиц. Это так называемые кинема- 
тические соотношения [1].. Ниже приводятся некоторые из них, 
полезные при расчетах соударений. Рассматриваются упругие и 
неупругие соударения, не сопровождающиеся рождением новых 
частиц. 

Исходя из закона сохранения энергии-импульса Р,-+Р.= 


=Р:' | Рыь (Р — четырехмерный импульс, Р, (Ра, можно полу- 
чить формулы, связывающие угол рассеяния У» с энергиями и 
импульсами до и после удара в лабораторной системе координат 
(одна из частиц покоится до удара): 


а Е. — 
со5 И нЕ ВНЕ (1) 


п 


Это соотношение справедливо как в релятивистском, так и в не- 
релятивистском случаях для любых соударений-упругих и не- 
упругих. В релятивистском случае Е=У рп (скорость све- 
та — единица). 
тз - Еп—1 ‚ 
Яп—1 р (2) 


п | 


т\ — ть + М? — М: - 2т.Еп—! 


Е (3) 


т, т. — массы частиц до столкновения, 
М:, М. — массы частиц после столкновения, 
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Е, Ри, Ен, Р, — энергии и импульсы налетающей частицы 
до и после столкновения. В случае час- 
тично неупругих соударений М, = п или 
М. = т.. Для упругих соударений Ми := ли, 


М. — И И 
то + Е 
Е == (?а) 
п В. 
о 
тт + то Е | 
ка ыы 12 п (За) 
Ри 
р? 
В нерелятивистском случае следует положить Е = -{ т. 
Тогда коэффициенты в формуле (1): 
М: -!- М р 
Х е:1 а: 
‚ Е 
/ Мо , 
И Е и — 1 2 ты. ю 
о М, 2 1 — 2М,: (4) 
Не: Ри 


: — энергия возбуждения, = = М,?-- М»? — т.? — та?. 


При частично неупругих соударениях — такие же замены, как и 
в релятивистском случае. Для упругого удара: 


я т + то 
о 
Ра 
__ т, (пы -- то) (4а 
Ви р. } 


п--1 


При дрейфе частиц в веществе для последовательных упру- 
гих соударений в нерелятивистском случае имеем систему урав- 
нений (1) (к=1, 2,..., п): 





Р.. РА 
с0$ ук =а в ——_, 5 
Хх р Р. (5) 
где 
— ть пы УЕ 
Г = 2ту ' р 2т: р 


Решая систему (5) относительно Р»„, получаем формулу, связы- 
вающую импульс после п ударов со всеми углами рассеяния: 


п 


. Р 
Ре И, (6) 


= 1 





где 


1; = с0$Х, - У с0$2Х; - 446. 
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Пользуясь формулой (1), можно установить соотношения 
для перехода от распределений по углам к распределениям по 
энергиям (или импульсам) 

43 @53 а 


п 


= — О — «и ИД) , 
ар, ан аР. (ав = зш Ааха?) 








а (с05 Хп ) а Ви Вт —> и—1 М1? 


аР„ Ва Ра 
В нерелятивистском случае можно использовать формулу 
а (со п») ыы Чп—1 в О и “| М (8) 


п 
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И. А. ГИРИН 


ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ РАССЕЯНИЯ АТОМОВ 


Рассматривается $ — рассеяние атомов Ма на атомах Га в 
невозбужденных состояниях, исходя из законов сохранения пол- 
ного момента количества движения системы [и его. проекции М. 

Полное эффективное сечение рассеяния частицы в заданном 
поле сил И(г) выражается через совокупность фаз 6,11 


=\ 4/1 (91 + 1) 328 
1=0 


Для вычисления 6. надо найти точное решение уравнения 
Шредингера с заданным потенциалом (г), что не всегда воз- 
МОЖНО. 

Однако можно получить некоторые сведения о полных сече- 
ниях процессов рассеяния, не зная конкретного вида потенциала 
взаимодействия ((г), подходя к задаче рассеяния чисто фено- 
менологически. 

В центрально-симметричном поле сохраняется полный момент 
количества движения / системы и его проекция М. Рассмотрим 
с этой точки зрения рассеяние атомов №а на: атомах Та. Причем, 
ограничимся случаем, когда относительный момент сталкиваю- 
щихся атомов равен нулю, т. е. рассмотрим $ — рассеяние. 
Основное состояние атома Та есть 4Ёз/„, а атома Ма— ?51... 

Значения квантового числа полного момента количества дви- 
жения системы №Ма—Га определяются формулами 


[ЛП=Л | =/ = + р, 

ГДе |1 ==3/., |» =:1/› — квантовые числа полных моментов коли- 
чества движения атомов Та и №а соот- 
ветственно. 

Отсюда следует, что полный момент системы Ма—Та может 
принимать два значения /=[ и /=2. Для [=| проекция М при- 
нимает значения М=1,0,—1. Для [=2, М=2, 1,0,—1,—2. 
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Таким образом, система №Ма—ТГа может находиться в восьми 
различных состояниях с различными / и М. Каждое из состояний 
описывается своей волновой функцией Флум, являющейся 
собственной функцией оператора полного момента количества 
движения. 

Собственные функции оператора полного момента количест- 
ва движения выражаются через линейную комбинацию произве- 


дений собственных функций операторов |1 И [2 с помощью со- 
стношения [2] 


Флрьтм = У) (р тать | 1М) Фи, Фут, (1) 
"ть 

(1/2 Пато | ГМ) — коэффициенты Клебша — Жордана находятся по 
таблицам, а т и т. — проекции полных мо- 
ментов количеств движения /\ [» отдельных ато- 
мов. Например: 

Ф.,, 1/2 11 = (3/5 1723, 5 | 11) $» ‘23,2 аа С [2 1 1 1 1/2 | 11) х 

Уз | 

Х Фуза Фаза» = о 32172 91 И 5 Узи 1, Фтоз, . 

В дальнейшем в выражении (1) индексы / и ]› будем опу- 
скать, ради сокращения записи, а частицы будем отличать циф- 
рами | и2 в скобках при волновых функциях %. Так и: (1) 
является волновой функцией атома Та, а Феи, (2) —атома Ма. 
Таким образом, начальное состояние системы Ма — Та до рас- 
сеяния описывается волновой функцией Ф/м. 

После рассеяния полный момент системы / и его проекция 
М остаются теми же, что и до рассеяния, и процесс рассеяния 
будет характеризоваться лишь амплитудами рассеяния [1 и [> 

Фум с НФ, м (2) 
Р Ф2 м 


Проведя обратное к (1) и 


фа (1) фт 9) — 5 (тут | М) Ф1м 


71—72 | 
и подставляя в него (2) и “и найдем, например: 


фе (фл (9) > АВ +-ЕЬ ) фр 9-2) 
уз 
ай 





/3 
ЗЕ 2 — ей ) филь (Пф:„, (2). (3) 
Аналогично могут быть найдены: 
12 (1) 1. (2), 3. Фа/, (1) Ф—1/. (2), 4. 1. (1) Фа. (2); 
5. аа, (2); 6. фз (фа, (2); 7. в (9,0); 
8. 9 2 (1) 1 (2.) 
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Из (3) видно, что полное эффективное сечение упругого рас- 
сеяния 














о |(-=- ь- 
а сечение с перебросом проекций т; и т> (неупругое рассеяние) 
Уз Уз; \ |" 
([Рь-ь) 
Аналогично находятся со, ..., ча И 65°,..., 98°. 


Для нахождения численных значений сечений необходимо 
знать амплитуды рассеяния [р и >. Однако можно оценить отно- 
шения сечений, если предположить, что Г} =р, т. е. вклад в 


сечение состояний с [=Ти /[=2 одинаков. В этом случае для 
отношений сечений имеем: 


Па бе а 


П. д -0, ар =0, т. е. вклад вносит только / =. 
Тогда 


НЫ 
а Вия Ве: О. 
Если 1/15 принять за 1, то 
а ЭТ: 90. 
и 
Ш. 0, ад =Ои в принять за 1, то 
Бр ов [944% 9.:1516.16 
СЕ ба 99:4 :43300 


Мы рассмотрели рассеяние поляризованных атомоБ № а на 
поляризованных атомах Га (чистые состояния). Аналогично 
проводится анализ рассеяния с частично поляризованными ато- 
‘мами № аи Та (смеси состояний). 


ра 
т : зу» (1) р 1/2 (2) т5 —5- аи (1) фа (2) > 


0 
0 








Е р — 
>= (Ан, уз  ) аль (1) чу, 2) 


+ р) нь 0. 


В этом случае для отношений сечений наидем при тех же пред- 
положениях относительно #1 и 12 


и 


и)? ли ли-А 
Пе м И. И 8. р 3) м у . 


16 6 
. (3—3). п. 
“0:0 
а 1)? _1/7та \2 а \2 
Па 
Е Е 
РР: 1:1. 


Такие же результаты должны получиться, если рассматривать 
рассеяние атомов 4, К, КЬ, С$, Егна атомах Та. Интересно так- 
же рассмотреть рассеяние в Р-состоянии, когда относительный 
момент сталкивающихся атомов равен |. Решение задачи в этом 
случае значительно усложняется. | 

В заключение следует отметить, что экспериментальная про- 
верка проведенных теоретических расчетов требует проведения 
опытов с поляризованными пучками атомов. Поскольку методи- 
ка работы с поляризованными пучками вообще развита доволь- 
но хорошо, по-видимому, получение и исследование поляризован- 
ных атомных пучков не представляет особых трудностей. Гакие 
опыты должны доставить интересные сведения о взаимодействии 
атомов. 
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ИЗОМОРФИЗМ ПОТЕНЦИАЛОВ И ПОВЕРХНОСТЕЙ 


В теорки упругих столкновений возникаег задача о движе- 
нии одной частицы с приведенной массой в заданном потенци- 
альном поле. В задаче ищется отклонение © частицы от перво- 
начального направления ее движения. Это отклонение связано 
сполярным углом ф, отсчитываемым отоси симметрии до асимп- 
тоты траектории, следующими соотношениями: 





© = | (2 —1)=— 1 | + ре (1) 
если ф лежит в соответствущей области: 
(п Плох ил, п=И 2, $3.... (2) 


Угол х находится с помощью уравнений движения и равен 
(в нерелятивистском случае) [1] 


оо и > 
вия} 4 _ 


Здесь Е — полная энергия, 
се — прицельный параметр, 
о — расстояние наибольшего сближения. 
Формула (3) с помощью (1) дает функциональную зависи- 
мость о, (9), что позволяет определить искомое дифференциаль- 
ное сечение 





ь- 2 


В связи с этим возникает следующая задача. Если на какоз- 
либо тело вращения параллельно оси вращения падает поток 
частиц, то в результате отражения этих частиц от различных то- 
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45? 
—. | 46. (4) 


чек поверхности мы получим некоторое распределение рассеян- 
ных частиц, не зависящее от азимутального угла. При этом мож- 
но подобрать такую форму поверхности, что рассеяние на ней 
будет в точности совпадать с рассеянием на заданном потенциа- 
ле. 

Можно сказать, что такая поверхность в отношении рассеяния 
моделирует потенциал И (г). Однако рассеяние на потенциаль- 
ном поле зависит еще от энергии рассеиваемых частиц, в то вре- 
мя как рассеяние на упругой поверхности от энергии частиц не 
зависит. Поэтому для определения моделирующей поверхности 
необходимо указать полную энергию Е налетающих частиц. С 
изменением Е моделирующая поверхность непрерывно деформи- 
руется, образуя некоторое семейство поверхностей. Таким обра- 
зом, мы приходим квыводу, что существует изоморфное соответ- 
ствие между множеством потенциалов И(г) и множеством се- 
мейств моделирующих поверхностей. Отсюда возникает задача 
найти это соответствие. 

Для этого рассмотрим сначала столкновение частицы с за- 
данной поверхностью. Пусть хоу— плоскость, проходящая через 
ось ох симметрии этой поверхности. Пересечение ее с поверхно- 
стью образует кривую х=х(у), причем, очевидное =|и|. (5) 
Применяя закон упругого удара, имеем 

9 





| 2я, если Оза=-, & == —5- 
(^ — а), если 5 <“ =“, —\% 2 5 

где 

х — угол между осью ОХ`и касательной к кривой в точке у. 

Следовательно, 
9 
{5 >, если Ё м 0, 
Ч К=1 7 
пе БИ 0 (7) 
— 1%, если < 0, 9=| 2а%К | 


Зная уравнения кривой х = х(у), можно ‘найти функцию ^ (у), 

а значит, и функцию у2(^). Отсюда находится дифференциальное 
сечение 

4? 4? 

4 = я | а Е 


Таким образом, угловое распределение распадается на два со- 
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АК 
5; | 46. (8) 


АК 
множителя: универсальное выражение 6. | равное, согласно (7), 
1 [ у? 
то: вес? 1, и выражение |4, зависящее от вида поверхности. 
В качестве примера рассмотрим рассеяние на параболоиде 
вращения 
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х=— у, Е ``. 0. (9) 





1 __ @х _ 2Е 98 
Имеем: — а" У = че (10) 
Используя (8) и (7), получим 
пазсоз © з 2 40 
п и 
тп —5- о 


где 
Ч — элемент телесного угла. 

Мы получили формулу Резерфорда для рассеяния в кулонов- 
ском поле. Согласно (11), рассеяние не зависит от знака а, т. е. 
от того, выпуклой или вогнутой стороной обращен параболоид 
к потоку частиц. Конечно, в реальном эксперименте рассеяние 
от вогнутого параболоида вообще на дает расходящегося пучка, 
а приводит к обращению первоначального потока. С первого 
взгляда это противоречит формуле (11), дающей для вогнутого 
параболоида такое же рассеяние, как и для выпуклого. Однако 
на самом деле противоречия нет, т. к. на вогнутом параболоиде 
каждая частица рассеивается дважды и обращение пучка про- 
нсходит после двукратного рассеяния. Формула же (11) описы- 
вает результат однократного рассеяния, т. е. распределение по 
углам, возникающее после первого и до второго соударения 
частиц с поверхностью. 

Отсюда вытекает следующее: ввиду тождественности обра- 
щенного пучка первичному, плотность частиц во всех точках его 
сечения должна быть одинакова. Но т. к. распределение плот- 
ности в пучке однозначно связано с угловым распределением, то 
всякое распределение, отличающееся от (11), дает обращенный 
пучок с неоднородной плотностью по сечению. Т1оэтому приме- 
няемый в технике метод получения пучков света с помощью ис- 
точника, помещенного в фокусе параболоида, дает пучок с не- 
однородной плотностью, если излучение источника по углам от- 
лично от резерфордовского (11). Разумеется, аналогия между 
пучком частиц и световым потоком ограничена областью гео- 
метрической оптики. 

Найдем соответствие между центральными полями и семейст- 
вами поверхностей вращения, дающими одинаковое угловое рас- 
пределение. Фактически для решения этой задачи мы предъ- 
явим более жесткое требование: поверхность х=х(у) должна 
давать ту же зависимость ©9(0), что и данное поле. Приравнив: я 
(Пи (7), получаем: 

к 
агс 4 К -= (21 — 1-5- —? (12) 


ъ 


ЛИ 


К = < ф. (13) 
Подстановка вместо ф его значения (3) дает: 
оо а 
—2 и | и | - 


Полученное соотношение задает в общей форме изоморфное 
соответствие между потенциалами и моделирующими поверх- 
ностями. Зчая К(и), мы легко восстанавливаем уравнение кри- 
вой 
У 
ый — ео 
ие = К ро 
О 
Обратная задача: зная рассеивающую поверхность, найти экви- 
валентный ей потенциал, — приводит к интегральному уравне- 
нию Абеля и решается методами, рассмотренными в [2]. 
Рассмотрим примеры. Найти семейство поверхностей, моде- 


а 
лирующих рассеяние в кулоновском поле —. Для этого поля 


имеем: 


_о 1 7 и 
-|; 7 Е АЕ аг, (16) 


где 
г, — положительный корень подкоренного выражения в интеграле. 
В результате интеграции получаем 





Ф = агс с эр. (17) 
Поэтому (14) в этом случае дает 
ау _ а 
-@х — ЭЕу' (о 
откуда 
х= у. (19) 


Таким образом, кулоновское поле отображается на семейство 
параболойда вращения. Этот результат находится в полном со- 
ответствии с формулой (11), дающей для параболоида точное 
кулоновское рассеяние. 

Другой пример: найти семейство, моделирующее поле притя- 
жения ( (г) = — т. 
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В этом поле точка поворота го не существует при значениях 
параметра и, лежащих в области 


у и. (20) 


Для остальных значений у формула (13) дает 


п 1 
2 р 


а 
При минимальном допустимом значении у = и Е МЫ` полу- 


чаем К = сёб с>, т. е. в этой точке кривая не имеет производ- 
ной, что должно отвечать неопределенному отклонению #. При 
1 


К = вез = с (21) 


дальнейшем возрастании у во всей области, где (1 =) - 


остается больше единицы, величина К претерпевает многократ- 
ные резкие изменения во всей области своего определения, т. е. 
ОТ — <> ДО -|- <, проходя всякий раз через нулевое значение. 
Наконец, при у —> <> мы имеем К —>0. Кроме того, надо учесть, 
что при переходе через нулевое значение (при и: а:) К ме- 
няет знак. В то же. время эта точка не может быть экстрему- 
мом функции и(х), ибо х однозначно зависит от у. Поэтому 
осевое сечение эквивалентной поверхности имеет вид, изобра- 
женный на рисунке, где ось 2 — ось поверхности, р — прицель- 
ный параметр. Рассмотрим теперь оставшуюся область (21). 
Поскольку точки поворота здесь не существует (она совпадает 
с силовым центром), полярный угол ‹ определяется интегралом 
(3) с нулевым нижним пределом. Легко убедиться, что этот ин- 
теграл расходится всюду в области (20). Желая построить моде- 
лирующую поверхность в этой области, мы получим из соотно- 
шения изоморфизма: 


К =с& < =? (22) 


Это интересное соотношение указывает, что моделирующая 
поверхность в области (20) нигде не имеет производной! Рассея- 
ние на такой поверхности неопределенное: хотя начальное, усло- 
вие задано, все-таки невозможно предсказать отклонение части- 
цы после столкновения. Такой результат естествен. Причин- 
ность, однозначно связывающая состояния системы до и после 
определенного момента, действует в областях с однозначно 
определенными силами, действующими на систему. При прохож- 
дении же через особую точку возникают бесконечно большие и 
неопределенные по направлению силы. Они разрывают однознач- 
ную связь между предшествующими и последующими состояния- 
ми частицы вследствие неопределенности ее поведения в.момент 
прохождения. Обычно такие случаи обходят стороной, исключая 
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Рис. 9. 
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«особые» точки поля. Но если, согласно теории, через такую точ- 
ку проходит непрерывное множество траекторий, то ее нельзя 
игнорировать. Разумеется, получаемая при этом неоднозначность 
имеет не физическую, а математическую природу, в смысле неод- 
нозначности решения задачи с точно поставленными идеальными 
условиями. В самой природе не существует «силовых: центров» с 
бесконечными потенциалами, как не существует точек, движу- 
щихся по идеальным геометрическим линиям. Все эти понятия — 
суть абстракции, применимые в ограниченных пределах. Всякие 
реальные объекты имеют конечные размеры и конечную силу 
взаимодействия. Поэтому в реальном эксперименте все частицы, 
летящие в критической зоне (20), попросту столкнутся с части- 
цей-мишенью, и угол этого столкновения определяется вполне 
однозначно, если известны геометрические размеры мишени. 
Очевидно, что развитые методы можно применить для модели- 
рования неупругого рассеивания с помощью неупругих поверх- 
востей. 
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К ЗАДАЧЕ ЭЙИНШТЕЙНА-СМОЛУХОВСКОГО 


1. Во многих явлениях процесс упругого рассеяния можнив 
имитировать столкновением упругих шаров. Такая приближенная 
имитация применяется в многочисленных задачах молекулярной 
физики. Рассеивающий центр в таком случае рассматривается 
как упругий шар с эффективным радиусом а. Легко показать, 
что при этом: 

с = —у пай зп 9а© = 0240, в = па?. (1) 
Эта формула позволяет сравнительно просто рассчитать процесс 
последовательных столкновений частицы с совокупностью одина- 
ковых рассеивателей. Поскольку при каждом столкновении час- 
тица теряет энергию, необходимо определить, какая доля перво- 
начальной энергии останется у частицы после п столкновений. С 
этой целью выразим эффективное сечение как функцию энер- 
гии =, теряемой рассеиваемой частицей [1]: 


ас = ы- (Е. (2) 


Здесь =мах — максимальная энергия (передается от одного шара 
к другому при лобовом столкновении): 





й __ 4т1 то 
“мах — (т. т»)? , (3) 
т, и т, — массы шаров. 
Из (2) следует, что вероятность передачи энергии от = до = -| 4 
не зависит от = и равна: 
д (4) 
б 


бмах 


В среднем при каждом столкновении теряется энергия 
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$мах 


г: г. 4) (=) = —5_ мах. (5) 


кф 


Для среднего остатка имеем: 


2т1 то т 
Е — очсы —=` @мах == ие = (1 —2".} Е, (6) 
где положено 
__ ТиПэ 
о ти -- т, М = т. -- 15. (7) 


Таким образом, после л-го столкновения у частицы останется 
энергия 


Е, = (1—2 -)" Е. (8) 


При п -—- > Е» - 0, т. е. частица потеряет всю энергию только 
после бесконечного числа столкновений. Так как после каждого 
‘столкновения скорость частицы уменьшается, то время ее дви- 
жения до полной остановки также бесконечно (другими словами, 
остановка не наступит). Сказанное справедливо лишь при ус- 
ловии, что можно ввести единую лабораторную систему для 
всех рассеивателей, т. е. что все рассеиватели до столкновения 
покоятся. Это значит, что «среда», образованная совокупностью 
таких рассеивателей, находится при температуре абсолютного 
нуля. В реальном случае все рассеиватели находятся в беспо- 
рядочном тепловом движении, поэтому, начиная с некоторого 
момента, рассеиваемая частица перестает терять энергию. Это 
наступает тогда, когда ее средняя энергия становится равной 
средней энергии движения частиц среды. После этого момента 
вся совокупность столкновений будет представлять обычное 
броуновское движение частицы, взвешенной в среде, с которой 
она находится в тепловом равновесии. Энергия такого движения 


Е=-- КТ (9) 


представляет остаток первоначальной энергии частицы. Следо- 
вательно, для этого случая 


= (1—2 "в = КТ. (16) 


2. Теперь рассмотрим, после какого числа п соударений у 
частицы. останется энергия Ё», если первоначальный запас ее 
был Е? Имеем из (8) 


[п 
п=— (11) 


т (1—2") (=) 


Е 
Е 
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3 
При В, =- КТ можно считать, что процесс передачи энергии 


от быстро двигавшейся частицы к окружающей среде уже за- 
кончен. Это произойдет после числа столкновений, равного 


ЗКТ 


П-5Е- 
п (12) 


1п(1—2-*) 


Вообще' говоря, эти формулы неприменимы к тепловому движе- 
нию, ибо выведены для частиц, покоящихся перед столкновени- 
ем. Уже само утверждение, что с некоторого момента отдача 
энергии во внешнюю среду прекращается, противоречит форму- 
ле (8), гласящей, что отдача энергии никогда не прекратится. 
Следовательно, для движущихся рассеивателей имеет место дру- 
гая формула, сводящаяся к (8) при Г->0. Однако в тех случаях, 
когда энергия налетающей частицы значительно превосходит 
среднюю энергию рассеивателей, последние приближенно можно 
считать покоящимися и применять соотношение (8). Следова- 
тельно, все дальнейшие выводы, полученные с помощью (8), бу- 
дут справедливы при условии 


Е,» КТ. (13) 


3. Рассмотрим теперь, как меняется со временем остаточная 
энергия Е. Для этого обозначим через [ среднюю длину свобод- 
ного. пробега частицы в данной среде. Гогда промежуток време- 
ни между п -ми (п--1)-м столкновениями будет 


А, == оз [т я > (14) 


где И, — скорость частицы после п-го столкновения. 
Время начинаем отсчитывать с момента первого столкновения, 
так что В =0. 


Отсюда 
п—1 п—1 
= У АЕ, =] Ут —— (15) 
]=1 и 
Но 
у; -И я ти ге) м.) = 
} — 
У (27) -У ’ (16) 
где У-— первоначальная скорость частицы, 
1 
а в = (1-2) -. (17) 
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Поэтому (15) принимает вид 











п—1 п—1 
| | 
= р 1 а -). 18 
у в и (18) 
Отсюда находим 
С в- Ш 
| 1 
м ты) (19) 
[по 
Меняя теперь в (11) п на п—1 и сравнивая (19), получаем 
Е —2 
Е в (20) 
Наконец, полагая 
Ги —1 2Е 
и ^ ео 
находим из (20) 
Е —_ Е 
аня и 


Полученное выражение является ступенчатой функцией перемен- 
ной 1, причем моменты столкновений Ё„ — суть точки разрыва 
этой функции. Однако практически благодаря огромной частоте 
столкновений эту функцию можно считать непрерывной. Найден- 
ный результат оказывается полезным в теории диффузии. 

4. Одна из задач этой теории формулируется следующим об- 
разом; необходимо определить характер блуждания броунов- 
ской частицы под влиянием столкновений с окружающими моле- 
кулами. Впервые эта задача была решена Эйнштейном и Смо- 
луховским, но здесь мы применим для ее решения метод Ланже- 
вена [2], явно использующий тот факт, что сила, действующая 
на броуновскую частицу в каждый данный момент, слагается 
из двух частей. Первая часть Ё! вызвана перевесом в числе уда- 
ров молекул с какой-либо одной стороны; она обусловлена ха- 
отичностью движения молекул и имеется даже в том случае, ког- 
да частица покоится. Вторая часть Р› возникает при движении 
частицы и представляет собой силу сопротивления, которое испы- 
тывает движущаяся частица в вязкой жидкости 


а 
Е» = — бтач-по, (23) 
где \ — коэффициент вязкости. 
В результате уравнение движения частицы будет 
" х 


—= = Р, — бк “=. (24) 


Умножая (24) на х, после небольшого преобразования и усред- 
нения по множеству независимых частиц получим 


1 4? а 
5 Таз ав ха - Згач —- И Ио == т (=) +Вх (25) 


1 
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Ввиду хаотичности РЁ, величина Ёх=0. Далее, очевидно, 


т (9%) =АТ. Поэтому, полагая а = г, приведем (25) к 





и [7$ 
виду 
5- тб + Злаче = АТ. (26) 
Общее решение этого уравнения есть 
и ! 
р к + 2, (о)е (27) 


При длительном наблюдении, когда Ё- <, второй член исче- 
зает, и мы получим 





о ИИ р 
Е а (28) 
Отсюда при условии х* | ‚о-=0 вытекает 
5 КТ 
Х= = `Зкат р (29) 


о. Этот же результат можно получить с помощью вириаль- 
ной теоремы, согласно которой средняя кинетическая _энергия 
поступательного движения частицы равна взятому с обратным 
знаком вириалу действующих на нее сил 


Силу РЁ. по-прежнему разбиваем на две части РЁ; и ЁР.. Заменяя 


т 1 
Ех через о. ЕТ, учитывая хаотичность РЁ, и используя (23), 
имеем: 





ах? 
а’ 


Легко показать, что при [—> ое, когда только и применима 
теорема вириала, выполняется равенство 


ах? _ ах 

а @‘` (32) 
Поэтому из (31) сразу получается результат (29). Заметим, что 
в методе Ланжевена величина Х?(Г) означает среднее арифмети- 


ческое х?({) для многих частиц, взятое в один момент #. В ме- 
тоде же вириала величина х?({) есть среднее арифметическое от 
х?`(ЁЕ) для одной частицы, но взятое по всем моментам времени 
от 0 до #. Короче: в первом случае мы имеем среднее по сово- 
купности, во втором — среднее по времени. Общим же в обоих 
методах является то, что оба они существенно используют усло- 
вие Ё->>. Следовательно, формула (29), полученная этими ме- 
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ЕТ = Рах = бт ох = Зкам (31) 


тодами, правильно описывает зависимость от времени величины 
хз? лишь для очень больших времен 2. По сути дела, она дает 


лишь асимптотический вид функции х2() при {-> с. 
6. Но помимо ее имеется еще одно ограничение, а 


именно: полагая т(=* И АТ, мы тем самым ограничиваемся толь- 


ко такими частицами, которые находятся в тепловом равновесии 
с окружающей средой. Однако возможны случаи, когда частицы 
«впрыскиваются» в систему с энергией, значительно превышаю- 
щей энергию теплового движения молекул, и нас интересует ха- 
рактер «блуждания» такой частицы именно до установления ее 
равновесия с молекулами среды. В этом случае мы должны вер- 
нуться к уравнению 


р. бо 7 ах \? 

7 та + Залп *=т( и) (25°) 
и считать, что правая часть его т (4 = 2Е(Ё) есть функция вре- 
мени, поскольку со временем средняя энергия частицы умень- 
шается. Полагая снова -——- х*= 1, мы приходим к уравнению 


Ц 
Бернулли 9 + 5%" 2 = "ЕО, (33) 


общее решение которого есть 


бкат [ бгат Ё’ 











Ив т | 240) + |4 Е(Ке а (34) 
для Хх? отсюда находим 
обоя | м 
— т а ИН 4 „ т и , 
я = | | тм) + | Е 4 а. (35) 
О [-=0 о 


= 


Для конкретных выводов необходимо знать ход функции Е(Ё). 
Этот ход различен для разных механизмов столкновений. В част- 
ности, для упругих соударений мы можем использовать резуль- 
тат (22), считая в нем функцию Е(Ё) непрерывной. Тогда окон- 
чательно получим выражение: 

{’ бтат, Ро 





бхат 


|! — т 

ты т ах? | . Е : : 

ХЦ!) = | е : а = ту (— ее аг у (36) 
о [0 

которое правильно описывает ход кривой х2(Г) при любых Ба 

значит и задолго до установления теплового равновесия. 
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Д.Х. ХАЛИКОВА 


ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ЯДЕРНЫХ 
РЕАКЦИЙ ДЛЯ РАСЧЕТОВ СТОЛКНОВЕНИЙ АТОМОВ 


Для определения эффективного сечения неупругого или упру- 
гого рассеяния атом-атомных или ион-атомных столкновений в 
рамках обычной теории рассеяния необходимо знать волновые 
функции начального и конечного состояний системы и потенциал 
взаимодействия. Для атомов или ионов с большим числом элек- 
тронов определение этих величин связано с большими математи- 
ческими трудностями, т. к. необходимо решать уравнения Харт- 
ри-Фока или Томаса-Ферми. 

Можно гопытаться рассматривать столкновения атом-атом, 
атом-ион с помощью общей теории ядерных реакций [1]. 

Будем считать, что взаимодействие атомов происходит в о0б- 
ласти, радиус которой А=А,-+Р., где К; и Ю2 радиусы рассеи- 
вающихся атомов. Во внешней области (7>Ю) потенциал взаи- 
модействия равен нулю, и волновой вектор налетающей частицы 
равен К СЕВ, Во внутренней области (г < Ю) волновой век- 


У 2 Е— У). 
тор частицы равен К = _—_—>, 
где У — потенциал взаимодействия, 
Е — энергия налетающей частицы, 
т — приведенная масса. (Если потенциал взаимодействия не- 
известен, то порядок величины его может быть оценен 
по величине химической связи). 


Согласно теории ядерных реакций, эффективное сечение не- 
упругого рассеяния выражается формулой 


1 
==) У (21 1) Ть, (1) 
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где 


4хХ у 1 
т. - 


= яву, № К, Х-КК, ^-К 
У, =[6.2(К,В) + Е2(К.В) , 
1 ас «(К г) аЕ «(Ког) 
а | Ш 


РГ. и С, выражается через ии а и Неймана. 

Для случая ион-ионных и ион-атомных столкновений необхо- 
димо учитывать кулоновское взаимодействие. В этом случае 
функции зависят не только от Ку А, но и от параметров, харак- 
теризующих роль кулоновских эффектов. 

Определим эффективное сечение рассеяния (неупругого) 
молекулы водорода на ионе водорода без кулоновского взаимо- 
действия, которое обычными методами получено в работе [2] для 
реакции | 





о 





НГ + Н— НН. 
Областью действия потенциала взаимодействия У = — а 
является сфера радиуса Ю =56, где 6 — боровский радиус. 
Полагая энергию относительного движения сталкивающихся 
частиц равной Е=0,| ев, находим значения волновых векторов 
внутри и вне области взаимодействия. Простой расчет показы- 
вает, что для определения полного эффективного сечения пеупру- 
гого рассеяния (сечения реакции) необходимо учесть 15 парци- 
альных волн. 
Проводя расчет по формуле (1), получили значение 
—15 —9 смз 
с = 3,04.10 см?, а для сУ = 1,9.10 — =, Что по порядку ве- 


личины хорошо согласуется с результатом вышеуказанной 





работы. 
Угловое распределение участвующих в реакции частиц дает- 
ся выражением 
а п (--е ) 
в 
пов (2) 


Ю 
Разлагая функцию Бесселя в ряд при малых углах —9е— |, 
получили изотропное а распределение 


а = =; = 1.67.10 ем (8) 


При возрастании углов до значений, лежащих в интервале 
Л ь 
1» 9> = для Бесселевой функции можно написать асимптоти- 


ческое выражение 
60 


к (1-е) -И дв чп (8-2) 


тогда 
—17 

4: 2Ю), К 5 10 к 

ао — 63 3 зе (-— в—-=)= = $1? (11,5 © — --) см (4) 


Как видно из формулы (4), в этой области углов эффективное 
сечение, осциллируя, быстро уменьшается с ростом ©. Эффектив- 
ное сечение имеет резкий максимум для рассеяния под углом 
9—0. 
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Д. Х. ХАЛИКОВА 


ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ОПТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
ЯДРА К РАСЧЕТУ СОУДАРЕНИЙ АТОМОВ 


Как известно, оптическая модель возникла при рассмотрении 
неупругих столкновений нуклонов с ядрами. Взаимодействие 
нуклона сядром относится кзадаче многих тел с сильным взаи- 
модействием, которая ни в классической, ни в квантовой механи- 
ке не решается точно. Существующие приближенные методы ре- 
шения подобных задач основаны на применении теории возму- 
щений, которая в случае ядерных взаимодействий неприменима 
из-за большой величины константы взаимодействия, ввиду чего 
приходится использовать различные модельные представления 
о ядре, в частности, оптическую модель (1). | 

Ядро рассматривается как однородная среда с комплексным 
показателем преломления. Коэффициент поглощения можно вве- 
сти, предположив, что потенциал является комплексным 


№ ответственно за неупругие процессы (поглощение). Эффектив- 


ное сечение неупругого рассеяния в рамках оптической модели 
выражается формулой 


с = И —е **%) гаг, (2) 


где | 
о 


ц 





Хь=2 У В? —!* — путь, проходимый частицей в ядре; 
Ю — радиус мишени. В случае прямоугольной по- 
тенциалькой ямы формула (2) примет вид 
—2».В —2*В 
| —е 
› 


=? | 1+ + (3) 
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Поскольку при рассмотрении рассеяния атома на атоме или 
иона на атоме также возникают трудности с определением по- 
тенциала взаимодействия, можно исследовать возможность при- 
менения оптической модели в этих случаях. 

Для простоты рассмотрим неупругое рассеяние электронов 
на атомах гелия. Считаем, что мнимая часть потенциала 
"== (ЕЁ) Иь, а действительная часть У,=10 ев (выбор величины 
У, сделан из учета порядка величины энергии связи электрона 


в атоме гелия) и, полагая &(Е) = 60 —. получим по формуле (3) 


следующие значения для эффективных сечений неупругого рас- 
сеяния: 


Е — энергия налетающего 5(1а=) эксп. [2] <(=40?) полученное 
электрона . 
100 0,163 0, 163 
200 (0, 108 0,100 
400 (), 071 0,084 


Можно считать, что действительная часть потенциала не 
зависит от Г и равна У’. == 10 ев, а мнимая часть потенциала есть 


ь : 22 
экранированное кулоновское взаимодействие И =. Тогда из 
формулы (2) получим 


о = =] 26 ($16 16—05 6516 + ©0865) —1|.. 3) 


! 


БАТ дез |2т(Е-Ф У ^. 


Считая м =0,7 и используя формулу (3), получим следующие 
значения эффективных сечений рассеяния электронов на гелии 


Е 5( ао?) полученное 
100 0, 161 
200 0,115 
400 0,085 


Эти результаты хорошо согласуются с экспериментальнымн 
значениями по порядку величин [2]. 

Более тщательный подбор параметров 5 (Е) иц может дать 
совпадение экспериментальных и теоретических результатов. 
Следовательно, можно надеяться, что оптическая модель при- 
менима к рассмотрению столкновений атомов. 
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5. Г. МУРАДОВ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ НАСЫЩЕННОГО ПАРА 
ТВЕРДОГО КАЛЬЦИЯ ВЕСОВЫМ МЕТОДОМ 


Имеющиеся в литературе данные по давлению пара твер- 
дого кальция для области температур 500—700°С сильно от- 
личаются друг от друга [1—7]. По абсолютным значениям дав- 
ления пара твердого кальция хорошее совпадение у разных ав- 
торов наблюдается только для области 580—620°С. Для других 
же температур расхождение доходит до 50%, хотя точность, 
достигаемая в большинстве работ при измерении давления па- 
ра, составляет 5-—15%. Особенно очевидным становится рас- 
хождение при рассмотрении температурной зависимости дав- 
ления пара твердого кальция. Если из работ [1, 5—6] следует, 
что теплота сублимации твердого кальция для области 
500—700°С составляет примерно 45,5 ккал/г.-ат, то по данным 
[3, 7] эта величина едва достигает 40 ккал/г.-ат. Согласно же 
работе [4] Г‹.=42,5 ккал/г.-ат. Критический анализ ранних 
работ достаточно полно разобран в монографии Ан. Н. Несме- 
янова [8]. Менее критически автор монографии подошел к более 
поздним работам Дугласа и Томлина [5, 6]. Вызывает серьез- 
ные возражения использование Томлиным [3] напуска азота в 
вакуумную систему при смене дисков-приемников, так как 
кальций легко вступает с ним во взаимодействие уже при ком- 
натных температурах с образованием Саз\2. Поверхностная 
пленка азида Са будет искажать результаты измерения. Дуг- 
лас [6] в качестве приемника паров кальция использовал стек- 
лянные диски при комнатной температуре, считая, что коэффи- 
циент конденсации для Са в этих условиях больше 90%. Согла- 
ситься с этим допущением без экспериментальной его проверки 
трудно. Вызывает возражение и использование в работах, [5, 6] 
в качестве материала камеры никеля и малоуглеродистои ста- 
ли из-за наличия взаимодействия с ними Са [9]. 


64 


Наиболее надежны данные работы [3], где измерения прово- 
дились в атмосфере аргона, а камера была целиком сделана из 
молибдена. Однако эта работа остается пока что в одиночест- 
ве. В связи с вышеизложенным было решено еще раз тщательно 
измерить давление пара твердого кальция. 


Экспериментальная часть. 


Для измерения давления пара твердого кальция был при- 


менен интегральный вариант эффузионного метода Кнудсена [8]. 
Давление пара рассчитывалось по формуле 


17,14т_ Г Т 
55К Ц ? 


где т — масса проэффундировавшего Са через отверстие $ за 
время - при температуре Т; | 
„ — молекулярный вес Са, принимавшийся равным его атом- 
ному весу; 
К — коэффициент Клаузинга [8]. 


В качестве исследуемого вещества брался металлический Са 
с чистотой порядка 99,9%, дважды очищенный перегонкой в 
вакууме. Го данным спектрального анализа основной примесью 
был магний в количестве — 0,08%. Мелко нарезанные кусочки 
Са очищались с поверхности ножом и промывались в эфире, а 
затем помещались в чашечку, сделанную из Мо, которая закры- 
валась сверху молибденовой фольгой с толщиной порядка 
0,04 —0,02 мм. В фольге предварительно просверливалось круг- 
лое отверстие с диаметром порядка 0,4 мм. Размеры отверстия 
замерялись на микросколе МИР-12 и МИМ-7 сточностью 5 в. 
Толщина фольги измерялась на вертикальном компараторе 
ИЗБ-2 с точностью 1. Таким образом, коэффициент Клаузин- 
га можно было рассчитать с точностью не хуже, чем 0,5%, а 
площадь отверстия с точностью —2%. Общая навеска Са состав- 
ляла 80-100 мг. Герметизация чашечки по краям молибдено- 
вой фольгой достигалась помещением ее во внешнюю завинчи- 
вающуюся камеру (рис. 1), сделанную из малоуглеродистой 
стали. Таким образом, Са мог соприкасаться только с молибде- 
ном, что устраняло влияние взаимодействия вещества камеры 
с ним на величину давления пара. Отношение площади отвер- 


Р (мм рт. ст.) = 





стия к площади поверхности испарения Са в камере < 15, 


а чашечка заполнялась кусочками Са почти полностью, что. 
обеспечивало наличие внутри камеры насыщенных паров каль- 
ЦИЯ. 

Камера располагалась на кварцевой подставке 4 (рис. 1) 
и нагревалась электрической печью сопротивления, помещен- 
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ной внутри вакуумного прибора (рис. 2), сделанного из молиб- 
денового стекла. Печь наматывалась проволокой «сплав 2» диа- 
метром 0,3 мм на кварцевой трубке 5. Обмотка на концах печи 
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Рис. [. Схема печи с камерой. 


4 — молибденовая чашечка, 2 — мэлиб деновая 
фольга с отверстием, 3 — внешняя камера, 
4 — подставка камеры, 5 — корпус печи, 
6 и 9 — нагревательная спираль, 7 — алундовая 

обмазка, 8— РЕ — РЁЕВН термопара. 


делалась чаще, а в сере- 
дине реже. Это обеспечи- 
ло, во-первых, получение 
более высокой темпера- 
туры крышки камеры по 
отношению к температу- 
ре самого исследуемого 
вещества, необходимой 
для устранения забива- 
ния отверстия кальцием 
в процессе опыта. Прав- 
да, ‘полностью устранить 
конденсацию паров Са 
вблизи отверстия не уда- 
лось. Во-вторых, это 
обеспечило минималь- 
ный отток тепла по тер- 
мопаре, что необходимо 
для правильного замера 
температуры. Снаружи 
обмотка печи обмазыва- 
лась алундом с после- 
дующей прокалкой его 
сначала на воздухе, а 
затем в вакууме для де- 
газации. 

Сам прибор состоит из 
основания / (рис. 2) и 
съемного колпака-при- 
емника 2на шлифе, кото- 
рый охлаждается про- 
точной водой. Через ма- 
ленький шлиф внутрь 
прибора на пицеине вво- 
дилась Р+—Р+{ЕВ термо- 
пара 7, проградуирован- 


ная по образцовой тер- 


мопаре. Термопара, пру- 
жиня, плотно прижима- 
лась ко дну чашечки, 
обеспечивая хороший теп- 
ловой контакт. Прибор 


откачивался вакуумной системой, состоящей из форвакуумного 
насоса РВН-20 и высоковакуумного насоса ЦВЛ-100С, до дав- 
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ления порядка 10-3? мм рт. ст., измеряемое ионизационным дат- 
чиком ЛМ-2 с помощью вакуумметра ВИ-3. После этого вклю- 
чался нагрев печи. Вначале печь с камерой прогревались до 


-—^, 200°С, затем до 
| 8000 


— 450°С в течение [,5 ча- | 8007 
са. В процессе дегаза- 
ции было обнаружено, 
что при температуре 
порядка 350°С давле- 
ние в системе резко по- 
вышалось примерно на 
два порядка без види- 
мой причины. Приро- 
да этого явления оста- 
лась пока невыяснен- 
ной. — Можно лишь 
предполагать, что при 
этой температуре про- 
исходит — диссоциация 
пленки гидрида Са 
или двуокиси СаО. с $ 
выделением газов, что ь 
и приводит к времен- ; 
ному повышению дав- 
ления в системе. Свя- “7 т -— 5 

М 

я 

р 
потери веса чашечки | \ 
с Са после окончания 
опыта. _\ 
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занная с этим процес- закуум 
сом потеря веса каль- - 

ция оказалась ста- р 
бильной при стандарт- 

ных условиях нагрева и 
составляла 0,5 -— 0,6 мг. В». 
Эта поправка учиты- 09’ 
валась при оконча- 
тельном определении 
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После дегазации 
температура быстро, в Рис. 2. Схема прибора. 
течение 3 те 5 мин. ДО- 1— основание, 2— колпак — приемник с водяной ру- 


ВодилаСь: ДО Требует 
Го значения, КотТо- мопары. 

рое поддерживалось 

с точностью --0,5° за счет питания печи стабилизированным 
током через магнитный стабилизатор СНЭ-220-0,75. Темпера- 
тура измерялась на потенциометре Р-300 с применением нор- 


мального элемента 3 кл. и зеркального гальванометра М25/3 с 
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точностью -=0,1°. Время эффузии составляло от одного до четы- 
рех часов. Количество проэффундировавшего Са определялось 
по потере веса чашечки с веществом путем ее взвешивания до 
и после опыта на аналитических весах АДВ-200. В полученное 
значение вносилась поправка на потерю веса камеры с Са до 
начала экспозиции, определяемая опытным путем. Конец эффу- 
зии фиксировался напуском в прибор спектрально-чистого ар- 
гона под давлением несколько мм рт. ст. Точность определения 
массы составляла 8- 10%, а общая ошибка при вычислении 
давления пара не превышала 15%. 


Результаты и обсуждение полученных данных 


Было измерено давление пара твердого кальция в 14 различ- 
ных точках в области температур 520—670°С. Данные хорошо 


улеглись на прямую в координатах (|5 р, т) (рис. 3). Мето- 


дом наименьших квадратов было найдено уравнение этой пря- 


МОЙ: ыы 
|шр(мм рт. ст.) = 7,76 — =. 
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Рис. 3. Зависимость давления насыщенного пара твердого кальция от 
температуры. 
иннинииииныние — ПО Данным опыта и работы [3]. чаю == = — ПО Данным [1,5 — 6}. 


68 


Вычисленная по экспериментальным данным давления пара 
ккал 
теплота сублимации Са при 0°С Ш= (42,17-Е0,12) Как 


-ат 
видно из рис. 3, где представлены данные и и авторов, 
полученные результаты очень хорошо согласуются с данными 
Приселкова и Несмеянова [3]. 

Более крутой наклон прямой температурной зависимости 
давления для твердого кальция, полученный другими авторами, 
по-видимому, следует объяснить либо влиянием взаимодейст- 
вия Са с материалом камеры [4—6], либо использованием недо- 
статочно чистого кальция. Надежность полученных данных, 
так же, как и результатов работы [3], подтверждается и тем, 





о | \ 
что экстрополяция прямой (в р, ‚для твердого Са к точке 


плавления хорошо согласуется с подобной экстрополяцией 
для жидкого Са [10], чего нет у других авторов. 
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В. Г. МУРАДОВ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ МИКРОГРАММОВЫХ КОЛИЧЕСТВ 
КАЛЬЦИЯ СПЕКТРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ 


При работе с молекулярными или атомными пучками часто 
бывает нужно знать количество сконденсировавшегося на при- 
емнике вещества. Гакие задачи возникают при расчете давле- 
ния пара или скорости испарения вещества, при определении 
сил осцилляторов спектральных линий по методу погло- 
щения света атомными пучками. Для этих целей можно ис- 
пользовать разные методы: радиоактивный, спектральный, хи- 
мический, пьезоэлектрический и другие способы [1—3]. „Наи- 
более универсальный ‘и чувствительный метод радиоактивный, 
за ним идет спектральный. Однако радиоактивный метод тре- 
бует наличия «горячей» лаборатории. А главное, как это выяс- 
нилось в последнее время [4], при большой удельной активно- 
сти образца искажается истинная картина эффузии за счет 
вторичных эффектов, что накладывает ограничение на повы- 
шение чувствительности метода. От этих недостатков свободен 
спектральный метод, в то же время не уступающий по чувст- 
вительности для большинства веществ радиоактивному. 

В связи с вышеизложенным есть необходимость всесторон- 
не исследовать возможности спектрального метода для опре- 
деления микроколичеств вещества. В настоящей работе такая 


задача выполнена для кальция. 


Выбор условий возбуждения спектра 


Специфика поставленной задачи состоит в том, что для 
анализа имеется ограниченное количество определяемого ве- 
щества порядка 10-6—10-'г. Поэтому нужно было: 1) выяс- 
нить оптимальные условия ввода пробы в источник света, 
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2) выбрать наиболее подходящий источник возбуждения 
спектра. 

Были опробованы два метода ввода пробы в источник: метод 
фульгуратора и метод упаривания на электроде. Как показали 
исследования, метод упаривания по чувствительности при рав- 
ных условиях примерно в два раза превосходит метод фульгу- 
ратора. Поэтому методика анализа была разработана для 
метода упаривания на электроде. В качестве источника возбуж- 
дения спектра были испытаны дуга переменного тока и высоко- 
вольтная искра. Полученные спектрограммы показали, что в ду- 
говом разряде на наиболее чувствительные линии кальция 
(, (4226,7 А°), ИУ, (3933,7 А®) и У.(3968,5 А”) накладывается 
сильный молекулярный фон полос циана, который мешает про- 
ведению анализа. В искровом разряде эти полосы почти полно- 
стью исчезают. Из трех полос остается лишь одна, сильно ослаб- 
ленная полоса с кантом 3883,4 А°. Введение в искровой разряд 
атомов бария в достаточной концентрации делает последний 
более стабильным и повышает чувствительность анализа. 


Методика анализа 


В работе был использован кварцевой спектрограф ИСП-28 
с трехлинзовой системой освещения. Ширина щели выбиралась 
равной 0,01 мм. Электродами служили спектральночистые угли. 
Подставной электрод затачивался на усеченный конус, а нижний 
электрод — на торец. 

Основной эталонный раствор приготовлялсея растворением 
точной навески металлического кальция с чистотой порядка 
99,8% в заданном объеме дистиллированной воды. Остальные 
эталоны получались разбавлением основного. Всего было ис- 
пользовано для построения градуировочного графика 6 эталон- 
ных растворов, данные для которых приведены в табл. 1. В ка- 
честве внутреннего стандарта в растворы вводились стронщий и 
барий в количестве 0,05 мг/см3 и | мг/см3 соответственно. 




















Габлица 1 
Концентрация в и г/см3 — 
№ 
Са 5(МОз)› |< [50%] $ [в Фг Ва(№Оз).| Ва 

1 40 122 | 50 1900 1090 

2 20 122 | 50 1900 1000 

3 10 122 50 1900 1000 

4 Т 122 50 1900 1000 

5 4 122 50 1900 1000 

6 2 122 .| (50 1900 1000 
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Спектральные угли, соли стронция и бария, дистиллированная 
вода предварительно проверялись на отсутствие заметных сле- 
дов кальция. 

С помощью микропипетки с ценой деления 0,001 см3 эталон- 
ный раствор в количестве 0,| смЗ упаривался по каплям на тор- 
це угольного электрода. Опыты проводились как с электродами, 
на которые предварительно была нанесена полистироловая 
пленка, так и без нее. Большая чувствительность анализа по- 
лучилась без пленки. 

Спектры фотографировались на спектральные пластинки ти- 
па Ш чувствительностью 5,5 ед. ГОСТ. Время экспозиции — 
| мин. Расстояние между электродами 2 мм, а высота проме- 
жуточной диафрагмы 1,2 мм. Режим работы искрового генера- 
тора ИГ-2 был выбран следующий: сложная схема, /.=0,01 мгн, 
(С =0,01 мкф, сила тока 1,4 а. Каждый эталон снимался трижды. 
Обработка спектрограммы производилась на микрофотометре 
МФ-2. В качестве гомологической пары выбирались следующие 
линии: |) Сай 3933,7А`—$г П 4077,7А°’и 2) СаП 3933,7А’— 
ВаП 3891,8А°. Обе пары оказались примерно равноценными. На 
рис. 1 приведен пример градуировочного графика. /\$ бралось 
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как среднее из трех спектров одного и того же эталона Раз- 


брое А5 не превышал --2, что соответствует ошибке в опреде- 
лении концентрации --5%. 
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В. Г. МУРАДОВ 


ИЗМЕРЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ НАСЫЩЕННОГО ПАРА 
ТВЕРДОГО КАЛЬЦИЯ С ПРИМЕНЕНИЕМ 
СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА КОНДЕНСАТА 


В литературе нет экспериментальных данных по давлению 
насыщенного пара твердого кальция ниже 748°К. Наиболее до- 
стоверные результаты, полученные методом Кнудсена в рабо- 
тах [1—3], относятся к области температур 748— 943°К. Они неох- 
ватывают точку аллотропического превращения твердого каль- 
ция, которая, согласно работе [4], равна (737-4)°К. 

В данной работе приводятся результаты ‘измерений давления 
пара твердого кальция в области 641- 837°К, выполненные по 
методу Кнудсена с использованием спектрального анализа для 
определения количества сконденсировавшегося на приемнике 
вещества. Для опытов брался металлический кальций, дважды 
очищенный перегонкой в вакууме. По данным спектрального 
анализа чистота кальция была порядка 99,8%. Главной примесью 
был Ме ^— (0,1%). Мелко нарезанные кусочки Са очищались с 
поверхности от окисной пленки и помещались в молибденовый 
стаканчик, ‘который закрывался крышкой с калиброванным от- 
верстием, сделанной из молибденовой или танталовой фольги. 
Камера с кальцием быстро помещалась в стеклянный прибор, 
который откачивался до давления порядка 10-° мм рт. ст. За- 
тем камера нагревалась внутренней печью сопротивления, пи- 
таемая стабилизированным напряжением, до заданной темпера- 
туры и выдерживалась при ней в течение часа для достижения 
насыщения паров кальция внутри камеры. Время экспозиции 
фиксировалось затвором, ‘и в зависимости от температуры об- 
разца колебалось от 15 минут до 9 часов. Температура измеря- 
лась платино-платинородиевой термопарой на потенциометре 
Р-300 с точностью --0,5°. Колебания температуры в процессе 
экспозиции не превышали -{ 1. 
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Конденсат собирался на стеклянном колпаке, который охлаж- 
дался проточной водой. С приемника кальций смывался дистил- 
лированной водой. Полученный раствор упаривался на спек- 
трально-чистых угольных электродах, и осадок по стандартной 
методике подвергался эмиссионному спектральному анализу. 
Использованные в работе угли и вода не содержали вначале по 
данным спектрального анализа кальция. Точность единичного 
определения количества сконденсировавшегося кальция спек- 
тральным методом была не хуже -+-5%. Чувствительность метода 
порядка 0,1 г. 

Расчет давления насыщенного пара кальция проводился по 
известной формуле [6]: 


17,14 т Т 
Р (мм рт. си 


где /и — количество сконденсировавшегося кальция на прием- 
нике в г; 

К — коэффициент Клаузинга [5], учитывающий влияние 

конечных размеров отверстия; 

К, — коэффициент, учитывающий влияние трубы нагреватель- 

ной печи на скорость эффузии, который рассчитывался 
в предположении справедливости закона косинуса для 
атомного пучка; 

< — время экспозиции в сек; 

, = 40,08; 

Т — температура в °К. 

$ — площадь калиброванного отверстия, которая бралась 

равной 1,32. 10-3; 1,45.10-3 и 1,73.10-3 сма. 

Учитывая, что общая площадь испарения кальция была рав- 
на 0,36 см? и принимая также, как и в работах [1—3], что коэф- 
фициент конденсации для кальция равен единице, можно счи- 
тать, что измеренное давление пара близко к равновесному. 
Результаты измерений для 9 различных температур в области 
643--837°К приведены па рис. 1. Полученные данные хорошо 


| ] 
улеглись на прямую (1 р, =). Методом наименьших квадра- 


тов было найдено уравнение этой прямой 
994 
16 р (мм рт. ст.) — 8,29 — и О 

Полученные результаты хорошо согласуются с данными При- 
селкова и Несмеянова [1], существенно отличаясь от данных Том- 
лина и Дугласа [2, 3], если их экстрополировать в область более 
низких температур. 

По формуле АН, = (4‹* — Ю шр) была рассчитана средняя 
теплота сублимации кальция при ОК. Данные для Дух* 
брались из справочника [7]. Оказалось, что 


АН = (42,3 + 0,2) ккал/г-ат. 
6* 75 





Рис. [. Зависимость давления насыщенного пара твердого кальция от 
температуры. 


Полученное значение на 0,3 ккал/г-ат превышает принятую ве- 
личину [7]. Однако, если учесть теплоту аллотропического пре- 
вращения /ЛН,,=0,27 ккал/г-ат, то можно понять полученное 
завышенное значение для АН. 


ВЫВОДЫ 


1. Впервые измерено давление насыщенного пара твердого 
кальция в области 641--748°К. Полученные данные достаточно 
хорошо согласуются с результатами работы [1]. 

2. Измерение давления пара методом Кнудсена с использо- 
ванием спектрального анализа конденсата для кальция конку- 
рирует с радиоактивным методом. 
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В. Г. МУРАДОВ, П. В. КОЧЕРОВ 


ИЗМЕРЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ НАСЫЩЕННОГО ПАРА 
КАЛЬЦИЯ НАД СПЛАВАМИ А|—Са В ОБЛАСТИ 
ИНТЕРМЕТАЛЛИЧЕСКОГО СОЕДИНЕНИЯ А!.Са 


В работе [1] было показано, что в области интерметалличе- 
ского соединения 41/5Са упругость паров кальция испытывает 
резкий скачок при переходе от АБСа, насыщенного кальцием, к 
АБСа, насыщенному алюминием. Использованный в этой рабо- 
те весовой вариант метода Кнудсена не позволил измерить дав- 
ление насыщенного пара кальция вблизи соединения А Са при 
№ с.<0,333 ат и температурах ниже 700°С, когда второе интер- 
металлическое соединение А4Са еще сохраняет свою устойчи- 
вость. В настоящей работе приводятся результаты измерений 
давления насыщенного пара кальция над тремя сплавами 
А!-—Са вблизи соединения А/.Са. Для повышения чувствитель- 
ности эффузионного метода было использовано спектральное 
определение количества сконденсировавшегося на приемнике 
кальция. {2]. 

Опыты проводились на установке, описанной в работе [3]. 
Сплавы готовились в алундовых тиглях из электролитического 
алюминия и очищенного перегонкой в вакууме кальция. Г!лав- 
ка велась в вакуумной индукционной печи в атмосфере очи- 
щенного аргона при давлении 400—500 мм рт. ст. Состав спла- 
вов определялся по шихтовке. Взвешивание шихты и получен- 
ного из нее сплава показало, что в процессе плавки выгорания 
кальция практически не происходило благодаря значительному 
давлению аргона и малому времени плавки (1—2 мин.). Было 
приготовлено три сплава 41-Са вблизи  интерметаллического 
соединения [Са следующего состава: 41%, 43% и 50% (вес) 
кальция. Сплавы перед опытом измельчались в агатовой ступке 
и помещались в молибденовые стаканчики с молибденовой ди- 
афрагмой. Далее работа проводилась по методике, описанной 
в работе [4]. 
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Результаты и их обсуждение 
На рис. | приведены полученные данные по давлению насы- 


щенного пара кальция над изученными сплавами в зависимо- 
сти от температуры. Для сплава 41% (вес.) кальция удалось 


И" Рак рт т, 








8 9 /) 1 #2 1 1, 1) № 


Рис. [. Зависимость давления насыщенного пара кальция от температуры 
и состава А]-- Са сплавов. 


1— над чистым кальцием; 2 — над сплавом 500*5 (вес.) кальция; 3— над сплавом 430/% (вес.) 
кальция; #— над сплавом 410 /0 (вес. кальция. 


измерить давление пара в области 700—650°С, где АЁБСа нахо- 
дится в равновесии не с расплавом, а с твердым АСа. Отсут- 
ствие излома прямой для этого сплава при перитектической 
температуре, по-видимому, указывает на то, что кристаллы 
АСа сохраняют свою устойчивость и в жидкой фазе вплоть 
до 850°С. Переход к сплаву 43% (вес.) кальция приводит к мо- 
нотонному возрастанию давления пара кальция примерно на 
половину порядка. Этот факт указывает на существование у со- 
единения А4/5Са определенной области гомогенности, внутри ко- 
торой давление пара является функцией не только температуры, 
но и состава сплавов. К этому же результату один из авторов 
пришел ранее [5], показав металлографическим методом, что 
сплавы А!-Са в области составов 41%—43% (вес.} кальция 
практически гомогенны. 
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Над силавом 50% (вес.) кальция давление пара последнего 
практически совпадает с давлением над чистым металлом как 
в жидкой, так и в твердой фазе. 

Зависимость давления паров кальция над исследовавиыми 
сплавами описывается следующими уравнениями: 


1655 





15 Резо са (ММ рт. ст.) = 9,65 — = (1) 
То Резо оса» (ММ рт. ст.) = 8,33 — о (2) 


6 
18 Резо ® сия (мм рт. ст.) = 8,18 — 9 (3) 


Вычисленная из (1) и (2) теплота сублимации кальция для 
сплавов 41% и 43% (вес.) в области 830—630°С составляет в 
среднем около 58,5 ккал/г. — ат., что близко совпадает с резуль- 
татом работы [1] для сплава 33,4% (вес.) кальция. Для сплава 
50% (вес.) теплота сублимации кальция та же, что и у чистого: 
металла. 
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В. Ф. ЛЫСОВ 


НЕКОТОРЫЕ ЭФФЕКТЫ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ 
НАЛИЧИЕМ МЕТАЛЛИЧЕСКОГО КОНТАКТА С РЕАЛЬНОЙ 
ПОВЕРХНОСТЬЮ СЕРНИСТОГО КАДМИЯ 


Для ‚исследования фотопроводимости твердых тел обычно 
приходится обеспечивать электрический контакт с помощью 
электродов. Выбор материала электродов, обеспечивающих с 
другим веществом идеальный контакт, не создающего никакого 
дополнительного сопротивления для тока, не реагирующего хи- 
мически с исследуемым веществом, не меняющего своих 
свойств при изменении условий освещения, температуры или ве- 
личины приложенного электрического поля, все еще во многом 
остается неопределенным и требует большого искусства. 

Исследованию свойств контактов, образованных кристалла- 
ми сернистого кадмия с электродами посвящено ряд работ 
[1—13] советских и зарубежных физиков. При исследовании 
свойств контактов с С4$ обычно снимались вольт-амперные 
характеристики на постоянном и переменном токах, распредз- 
ление потенциала вдоль кристалла, величина шумов, зависи- 
мость фототока от интенсивности освещения, изучались свой- 
ства контактов при равномерном освещении и применении све- 
тового зонда. В работах [3—5] по исследованию электрических 
контактов с кристаллами Са$ затрагивалась проблема потен- 
циальных барьеров вблизи электродов. Обобщение представле- 
ний роли поверхностных состояний в образовании контавтных 
барьеров в случае кристалла С4$ и об особых свойствах индия 
и галлия, используемых для приготовления контактов, было 
сделано Крегером и др. [12]. 

Поверхностные уровни Тамма, локальные состояния электро- 
нов и дырок, вызываемые адсорбцией атомов примесей на пс- 
верхности полупроводника, особенно сильно может сказаться 
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на свойствах прижимных контактов металл-полупроводник. 
Часто влияние поверхностных состояний оказывается настоль- 
ко велико, что вблизи поверхности образуется ‹инверсионный» 
слой с проводимостью противоположного типа по сравнению с 
объемной проводимостью полупроводника. 

Для изучения некоторых эффектов, обусловленных наличи- 
ем электродов с кристаллами сернистого кадмия нами были 
поставлены следующие опыты. Для исследования мы брали мо- 
нокристаллы С@$ с темновым сопротивлением порядка 1013 ом. 
Образец помещался на подставку из изоляционного материала 
(оргстекло) и изолировался от постороннего воздействия света. 
Электродами и зондами служили шесть медных проволочек 
днаметром 0,07—0,08 мм или же в месте контакта с кристал- 
‚лами они покрывались (лужением) тонким слоем индия или 
галлия. Электроды и зонды накладывались на поверхность 
кристалла 'и натягивались с помощью мягких пружин. Измере- 
ние потенциалов электродов и зондов производилось компенса- 
пионным методом с использованием квадрантного электромет- 
ра. Измерительный зонд обычно располагался вне токового 
электрода. Гок измерялся потенциометром ПИТВ-1. Напряже- 
ние на образец и потенциометр подавалось от стабилизирован- 
ного источника постоянного тока. В качестве источника освеше- 
ния использовалась лампа накаливания 30 вт 12 в, питаемая 
от батареи аккумулятора. Интенсивность освещения изменя- 
лась с помощью набора нейтральных светофильтров НС-6-12. 
Релаксационные процессы наблюдались на осциллографе ЭО-7. 
Коптакты зондов и электродов предварительно проверялись на 
омичность. В большинстве случаев контакты были неомические, 
со слабыми выпрямительнымн свойствами. Для большинства 
кристаллов и различных электродов при равномерном освеще- 
нии прианодный скачок потенциала обычно был больше прикз- 
тодного, причем с увеличением освещенности прикатодный ска- 
чок погенциала обычно увеличивается, а прианодный уменьша- 
ется. Для некоторых образцов и электродов прикатодный 
скачок потенциала был больше, чем прианодный. Величина фо- 
тотока при освещении как катода, так и анода во много раз 
больше темнового тока. Для кристаллов и электродов с большим 
прианодным скачком потенциала освещение положительного 
электрода дает большее увеличение тока, чем освешовие отри- 
пательного. Для кристаллов и электродов с большим прикатод- 
ным скачком потенциала освещение отрицательного электрода 
дает большее увеличение тока, чем освещение положитель- 
ного. 

Е. процессе изучения зависимости скачка потенциала на 
электродах от освещенности и приложенного напряжения мы 
наблюдали, что в определенных для каждого образц:. и элек- 
тподсв интервалах постоянного приложенного напряжения 
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{50—300 в) и освещенности фототок оказывался модулирован- 
ным периодическими колебаниями. Эти колебания возникают 
как при освещении образца прямоугольными импульсами, так 
и при стационарном равномерном освешепии всего образца. 
Иногда колебания через некоторое время исчезают, но после 
короткого затемнения вновь возникают. Слабые увлажнения 
сбразца срывают колебания или уменьшают амплитуду колебл- 
ния. По виду колебания имеют сходство с релаксачионными, а 
иногда приближаются к синусоидальным. Амплитуда колебаний 
составляла от нескольких процентов до нескольких десятков 
процентов общего фототока. 

Наблюдаемые скачки потенциала у электродов объясняют- 
ся, видимо, в основном наличием поверхностных потеициальных 
барьеров у электродов, так как скачки потенциала мало зави- 
сят от материала электрода, повышенным приэлектродным со- 
поотивлением, обусловленным неоднородной структурой кон- 
тактл. Слабые выпрямляющие свойства объяспяются разницей 
потенциальных барьеров, например, определяемых разницей в 
концентрациях адсорбированного кислорода возле разных элск- 
тродов. Адсорбированный кислород имеет большое электронное 
сродство. | 

Протекание значительного по сравнению с лемновым стацио- 
нарного фототока при освещении электродов может быть объ- 
яснено наличием на контакте ‘металл-полупроводнйк двойного 
слоя (электроны на металле, дырки на полупроводнике). При 
зарядке такого слоя электроны располагаются в приповерхност- 
ном слое металла, а дырки либо на поверхностных уровиях, ли- 
бо в тонком приповерхностном слое [1]. Шейнкман и др. [14] 
наблюдали образование такого двойного слоя возле катода за 
счет дрейфа дырок к катоду. 

Наблюдаемый на опыте большой скачок потенциала возле 
анода можно объяснить наличием большой концентрации ин- 
жектированных дырок возле анода. Это приводит к тому, что 
возле анода создается область с пониженной концентрацией 
носителей, малой по сравнению с концентрацией возле катода. 

Если электроны не могут поступать из катода, то при осве- 
щении отрицательного электрода в образце течет небольшой 
электронный ток, ограниченный пространственным зарялом. 
Этот ток будет еще меньше, когда освещается положительный 
электрод, так как эффективная подвижность лырок для Са$ 
гораздо меньше подвижности электронов. Если электроны мо- 
гут поступать из катода, то ограниченный пространственным 
зарядом ток в случае, когда освещается отрицательным элек- 
трод меньше, чем ток, текущий при освещении положительного 
электрода. Когда освещается положительный электрод, во3- 
Сужденные светом дырки могут под действием поля лиофуиди- 
ровать в неосвещенную область и там захватыватьсл ловушка- 
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ми, образуя положительный пространственный заряд. Электро- 
ны будут входить из катода в кристалл до тех пор, пока будет 
происходить рекомбинация между свободными электронами и 
захваченными дырками. Поэтому для одного и того же вещест- 
ва С43 с тем же самым типом основных носителей направле- 
ние поля, при котором ток максимален, различно, в зависимо- 
сти от того, возможно или нет поступление электронов из ка- 
тода и дырок из анода. 

Увеличение скачков потенциала на катоде с увеличением 
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Рис. Г. Распределение потенциала вдоль образца С@5$ с ]п электродами 
при освещении: 
чи чы зы „ава ОСЛабленным в 10 раз 
ослабленным в 100 раз 
2,5 — токовые электроды. 
1,3, 4,6 — измерительные зонды. 





освещенности (рис. 1) объясняется увеличением положительно- 
го объемного заряда у катода. Уменьшение скачка потенциала 
у анода с увеличением освещенности объясняется повышением 
концентрации основных носителей у анода. Отклонение от ука- 
занной зависимости объясняется преобладанием поступления 
электронов из катода или дырок из анода. Инжекцию дырок с 
анода можно представить следуюдщим_образом. Положительный 
потенциал на электроде благоприятствует прохождению элек- 
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трона с поверхностного уровня к металлу. Воссгановление 
этих электронов на поверхностных уровнях происходит путем 
переходов электронов валентная зона — поверхностные уровии. 

Колебания фототока в С@$ монокристаллических фотосо- 
противлениях наблюдали авторы работы (15), описываемые яв- 
ления ‘ими связываются с процессами, происходящими на кон- 
такте металл — полупроводник, однако ими не даются объяс- 
нения причине возникновения колебаний. 

Качественно явление возникновения колебаний может быть 
объяснено следующим образом. Несмотря на то, что высота 
поверхностного потенциального барьера не зависит от разности 
работ выхода металла и полупроводника, потенциал поверхно- 
сти полупроводника следует за изменением потенциала, при- 
ложенного к металлу, так как одновременно в фотопроводник 
Са5 инжектируются электроны через отрицательный контакт 
и дырки через положительный, при этом поверхностные уровни 
играют роль посредника при обмене электронами между метал- 
лом и полупроводником. При некотором напряжении И», раз- 
ном для различных поверхностных потенциальных барьеров 
и освещенности (концентрации носителей), все поверхностные 
примесные центры можно считать ионизованными вследствис 
ийжекции электронов с катода и дырок с анода. При этом не 
может установиться стационарное состояние с установившимся 
током, так как после ионизации поверхностных примесных цен- 
тров поверхностный потенциальный барьер исчезает (ток уве- 
личивается). В результате этого поле в приповерхностной об- 
ласти падает до величины Е«ЁЕ», и поверхностные примесные 
центры, возвращаясь к равновесному состоянию, вновь захва- 
тывают основные носители и восстанавливают потенциальный 
барьер (ток уменьшается). Таким образом, фототок периодиче- 
ски изменяется со временем. | 

Объяснение вышеуказанных эффектов, наблюдаемых на 
опыте ‘и обусловленных наличием металлического контакта с 
реальной поверхностью кристалла С4$, согласуются с теорети- 
ческими работами [16, 17] п экспериментальной работой [18]. 
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